CAPITULO

XIII Numeros complejos

CariFriedrich Gauss (1777-1855)

Fue el méas grande matematico del
Siglo XiX y probablemente, junto con
Arquimedes y Newton, uno de los tres
grandes matematicos de todos los
tiempos.

Gauss nacié en Brunswick, Alemania,
en el seno de una familia obrera. Fue
un niflo prodigio y desde su nifiez
mostréd una asombrosa habilidad para
el calculo. Cuando atn no tenia 3 afios,
observé a su padre que era capataz,
quien hacia las néminas de los
albaniles. El padre cometido un errory el
hijo se lo hizo notar y cuando revisé los
numeros hallé que el pequefo -precoz
muchacho- estaba enlo cierto.

La sagacidad con que Gauss guardaba
sus teorias se explica en parte a su pasion por la perfeccion "poco, pero selecto” era
sulema.

Contribuy6 a allanar el camino del algebra abstracta superior con su pensamiento
sobre los nimeros complejos, demostré por primera vez con tanta rigurosidad el
teorema fundamental del algebra.

Procedio hacia 1819 a inventar otro tipo de nimeros al cual su compatriota
Hermann Grassmann en 1840 la llamaria el algebra de los hiper complejos
(a+bi+cj+dk), contradiciendo a las leyes de la aritmética basica (xy # yx; siendo x, y
hipercomplejos).

Ha dejado innumerables aportes a la ciencia principalmente a la matematica.
aa+b3+03-3abc=(a+b+c)(a2+b2+cz-ab-ac-bc)

Z=|Z|CiS «
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Sistemnas hipercomplejos

Sea K un cuerpo cualquiera (puede ser el de los complejos, por ejemplo, pero 1o es
imprescindibles) ciuyos elementos son {a, b, ... }; dotado de un elemento unidad, e, y sea V

un espacio vectorial sobre K de n dimensiones. Silos elementos de 1 son indicados por X,

— . ,
Y, ...}, sabemos que, en este espacio vectorial:

1° Existe una ley de composicion interna, indicada “+", conmutativa, asociativa, que

’

. — —
admite un elemento neutro, 0, v tal que cada vector X tenga para esta ley un opuesto
XX +X =X 4X =7

2° Existe unaley de composicion externa con operadores en K, asociativa y distributiva con
respecto a los elementos de V'y a los elementos de K;

. —_— — —_— . ,
J° Existe por lo menos n vectores U, , U., ..., U, tales que un vector cualquiera de 17 se

expresa linealmente en funcion de estos vectores y de coeficientes k,, ky .., k
pertenecientes a K:

n

"
X =k +kUs +.. +k T, = kT
01

Para dar al espacio 17 una estructura de anillo, es preciso definir en el inismo una
segunda ley de conposicion interna, la operacion “x” que es asociativa, distributiva con
respecto a la adicton y compatible con la ley externa, es decir, de tal clase que tengamos, en
especial:

-

(RX )Y =X"(h)=k , keK

Se establece un cuadro cuadrado que define el producto del anillo considerado, el cual
es denominado entouces sistema hipercomplejo o, mejor un dlgebra. Sus elementos se¢
denominan niimeros hipercomplejos. Cuando los elementos de base forman un grupo para
la nudtiplicacion, se dice que se ha formado el dlgebra del grupo.

Fuente. . Mgebia Modeina - Walliam F. Artemus.




Nimeros
/' complejos

siica®

-+ Estudiar un nuevo campo numeérico llamado “El campo Complejo que desempefia un papel
importante en la resolucién de ecuaciones polinomiales,

.+ Verla aplicacién en las diferentes ramas - la ingenierfa y de la ciencia. |

.+ Aplicar dicha teorfa enlos circuitos eléctricos, geometrfa fractal, etc.. ..

% OBIETIVOS:
:

LT

INTRODUCCION

Los nimeros complejos desempenan un papel muy importante en el desarrollo del Algebra
Moderna; ya que la Teoria de Ecuaciones, en especial las ecuaciones polinomiales obedece al Teorema
Fundamental del Algebra, cuya demostracion es complicada por medios algebraicos; en cambio por el
andlisis complejo, utilizando el Teorema de Lioville; la demostracién es bastante sencilla y rigurosa (ver
cuaiquier libro de andlisis complejo).

En el estudio de un fenémeno fisico o quimico necesitamos hacer uso de las ecuaciones
diferenciales, ordinarias y parciales; para resolver dichas ecuaciones se utilizan a los nimeros complejos
por lo general; por ejemplo para resolver un problema de ondas se utiliza el método de variables
separables donde se aplica la serie de Fourier.

Por ello, su aplicacién es frecuente en todas las ramas de la Ingenieria. Por ejemplo en la
electrénica se utiliza en los circuitos eléctricos.

Cabe mencionar que en estas tltimas décadas se ha desarrollado la Geometria Fractal; donde entre
diversos tépicos intervienen en ella los niimeros complejos los cuales son un componente importante
y obviamente su importancia crece por las aplicaciones propias de la Geometria Fractal (Fisica, Quimica,
Biologia, Sociologfa, Psicologia, Economia, Arte, etc.). La Geometrfa Fractal nace por la misma
necesidad de afrontar problemas reales; ya que la geometria tradicional o Euclidea tiene limitaciones
por las formas encontradas en la naturaleza, como montanas, franjas costeras, sistema hidrograficos,
nubes, arboles, etc., un sin nimero de otros objetos que no son facilmente descritos por la geometria
Euclidea.

En cambio la geometria fractal provee una descripcion y una forma de modelo matemético para
las aparentemente complicadas formas de la naturaleza; todo esto es posible por que la dimensién
fractal no es entera como en la Geometria Euclidea.

Una caracteristica propia de la Geometria Fractal es el de autosimilitud, esto quiere decir, que cada
porcién de un gréfico fractal visto inclusive con una lupa posee la misma forma y caracteristicas que el
gréfico inicial.
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Lumbreras Editores Algebra

NOCION HISTORICA

Kl problerna de resolver las ecuaciones algebraicas ha llevado al hombre desde los niimeros naturales, a los
enteros, a los racionales, a los niimeros irracionales y al sistema completo de los niimeros reales.

En elsiglo XIX, Leopoldo Kronecker, el pritner critico de los fundamentos del andlisis moderno, describié esta
evolucidrt larga y gradual de la comprensién del sistema de ntimeros por el hombre. Sabernos por ejemplo, que
no existe ningdn nimero real “x” con la propiedad de verificar x*+ 1 =0; el problema es andloga; cuando el |
hombre na conocia los ntimeros enteros negativos; sélo contemplaba la ecuacion x+9=4; el niimero -5 aiin no
tenia algin sentido.

Discutiremios el sisterna de Ios numeros complejos siguiendo estas mismas lineas, las definiciones y reglas
se dan en primer lugar.

Demeostraremos después como este sistema de niimeros es una extension del sisterna de los nirmeros reales.

" La primera representacién clara de los niimeros complejos y la primera prueba satisfactoria del tearema
fundamental del digebra la dio Karl Gauss (1 777 - 1 855) en su disertacion doctoralen 1 799. Eltérmino niimero
complejo lo introdujo Gauss yla definicién de nitreros compilejos cormo pares ordenados de niimeros reales fue
usada por primera vez en | 835 por el matemdiico irlandés William Rowan Hamilton {1 805 - 1 865) y luego
Herman Grassman (] 809 - 1 877) extendié esta definicién de los niimeros complejos a las n -adas ordenadas
de nimeros reales (x;; Xy Xy ... ; X, ); estos nimeros hipercomplejos generalizan a los nidmeros complefos y a
los cuaterniones de Hamilton,

Los numeros complejos son de capitat 1mportancza en Algebra. En o teona de las funciones analiticas de
una variable complefa; los niimeros complejos juegan un papel importante en las ecuaciones diferenciales; en
los circuitos eléciricos, oscilaciones, vibraclones, fendmenos ondulatorios, en los fractales que es una
herramiernta poderasa asl como los diferenciales.

DEFINICION DE NUMERO COMPLEIO

Un niimero complejo es un par ordenado de nimeros reales (x ; y); es decirx;y ¢ R ;donde “x”
es la primera componente “y” es la segunda componente,

Notacién: =0x;y) ; x,ysR Luego formamos el conjunto de los ntmeros
“x” : parte real complejos; denotado por
“y” : parte imaginaria C={(x;y) ; x,yeR}
Es decir: Re(z) =x Ejemplos de Niimeros Complejos
Im(z) =y 2= (3;7 7 = (1;42)
=(0,4) Z4=(O;O)
OPERACIONES DEFINIDAS ENC
Sean los complejos Ejemplo:
n=00i0) 5z =005y Sea 2,=(2;3) ;z2,=(4;5)
Se define
I. Adicién
3t :(x1+x2 4 *y2) Entonces z,+z,=(2+4 ;3+5)=(6;8)

2, . 2,=(24-35 ; 2.5+3.4)

I1. Multiplicacién
2,2, =(X )X, < V1Y, Xy Yyt V%) 2. 2,=(-7;22)
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CAPITULO XIN

Numeros complejos

Debe observarse que la adicién de nimeros complejos; es la misma operacién de adicién en V.
(4lgebra vectorial bidimensional); la operacién de multiplicacion se distingue en C y V,; en los mimeros
complejos la multiplicacién origina otro ntimero complejo; en cambio la multiplicacién de dos vectores
origina un escalar; ademds la diferencia es que un vector tiene direccién; en cambio un nimero

complejo no tiene direccién alguna.

IGUALDAD DE NOMERQS COMPLEJOS

Dados z,=(x,;y) i z,=(x¥)

i 21 =z, siysélosi - X=xn ¥ = Y2 ]

Ejemplo:
Sean zy=@ ; y+1) n z,=(x-3;5-y)
Calcular x+y si 2z, =z,

REPRESENTACION GEOMETRICA (Plano de Gauss)

Resolucién:

De ahi

Zy=2, = 4=x-3 A y+l=5-y
x=7 n y=2
X +y=9

La representacion se realiza en un plano, al cual
lo llamaremos plano complejo donde el eje “x”
representa al eje de la parte real y el eje “y” al de
los imaginarios; a dicho plano se le denomina
“plano de Gauss”.

(o] X
\m

Donde OP
z=(xy)

Sea z=(x;y) ; x>0 ; y>0
+Eje Imaginario
! P(x;y)
ypr A

i : Afijo
i
|
3

et e i s e =
: Eje Real
|
|

es el radio vector del complejo

Definicién: El conjunto C; junto con las
operaciones de adiciény multiplicacién definidas
anteriormente y las propiedades a mencionar
forman el cuerpo de los nimeros complejos.

PROPIEDADES' Vz,12,;2,€C

z,+32, € C (Ley de clausura o cerradura
para la adicién)
Z,+32, = 2,43,
adicién)
(Zy+z)+2 = 2+ (2, +25)

(Ley asociativa para la adicién)

Existe un tnico (3") elemento z, de la forma
(0;0) tal que v complejo z
(existencia del elemento neutro aditivo).
Existe un tinico elemento
-2eC/z+(-2)=z,=(0;0)vz¢
(existencia del elemento inverso aditivo)

z, 2, € C (Ley de clausura o cerradura para
la multiplicacién)

2,2, = 2,2z, (Ley conmutativa para la
multiplicacién).

(z,2,)7; = z,(2, 25) (Ley asociativa para la
multiplicacién)

Existe un dnico (3!) z'¢C de laforma
z'=(1;0)talquez.z' =z 7z2¢C (existencia
del elemento neutro multiplicativo).

Existe un tnico elemento z 'e € tal que
'=2z'.2=(;0) v2¢C y 2-(0:0)
(existencia del elemento inverso
multiplicativo).

(Ley conmutativa para la

7+3,= 2

z 7
AR

3z, +z2)=2,2,+2, 2,
(ley distributiva)
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La demostraciéon de estas propiedades se
hacen en base a los axiomas de los nimeros
reales (ver capitulo de numeros reales).
Demostraremos tnicamente A, y M, las demas
quedan como ejercicio de rutina para el lector.

Demostracién de A,

Sean 2= 5 =065 5 23=0x:y,)

talque  {x;x; ;%55 5¥25¥3) <R

entonces (z,+2,)+2; = (x;+x,; ¥, +y,) + (35 ¥3)
= 0642543 5 Y, +Y,+ys)

También z,+(z,+23) = (x; ;) +06+x5 5 ¥, +y;)
=0+t 5 Yty tys)

Se observa (z,+2,)+2; = z,+(2,+2;)

Demostracién de M,

Sean

=050 =00y 5 aiysxsyteR

entonces

2,2, = (x5 0065 2) = (60X -~ YiYa s X\Ya+YiX,)

también 2,2y = 065 y.)(x, 5y,
= (X% - Yoy 3 Xy + ¥oxy)
= 00X~ YYa i X, Yo + V1 %)

(propiedad conmutativa de nameros reales)

=212

-

2,2, = 2,2z,

2
Definicion: Elsistema de los nimeros complejos
representa una ampliacién del sistema de los
numeros reales; bajo ciertas condiciones, con
este fin veamnos los puntos situados en el eje de
abscisas; o sea los puntos de la forma (a ; 0);
poniendo en correspondencia al punto (a ; 0) el

CANTIDADES IMAGINARIAS

namero real a; obtenemos evidentemente una
correspondencia biunivoca entre el conjunto
considerado de puntos y el conjunto de todos los
nameros reales. Como aplicacion de las
operaciones definidas en C tenemos:
(@;0) + (b;0) = (a+b;0)
(@;0)(b;0) = (ab;0)

O sealos puntos (a;0) se multiplican entre si
igual que los nimeros reales correspondientes;
por lo tanto dichos nimeros no se diferencian en
nada por sus propiedades algebraicas de los
nimeros reales representados ordinariamente
por puntos de una recta; por lo tanto concluimos:

(a;0)=a 6 (aj0)=a

Ejemplo:

Al par (12 ; 0) le corresponde el nimero real 12
Es decir (12 ; 0) = 12 ; andlogamente citamos
algunos ejemplos:

« (4;0)=4
« (a+b;0)=a+b
« (1;0) =1 (unidad real)

o : TEOREMA

vreR ;z = (x;y)
{x;y} <R ; secumple rz = (rx ;ry)

Prueba
rz = r(x;y)
(r; 0)(x ; y); efectuando la multiplicacién
(tx-oy ; ox + 1) = (x5 1y)
vz o= (x; )

Son aquellos nimeros que resultan de
exiraer una raiz de indice par a un nimero real
negativo.

Asi por ejemplo

V132 5 Y5 A6

Donde ne¢ N
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De todos éstos el mds importante es /- 1; al cual
denominaremos unidad imaginaria, cuya

-1

notacién universal es

Aplicacién:
V16 = 16 (1) = 16T = 4
V-5 = 5T = BT = /Bi



CAPITULO X1l Numeros complejos .

UNIDAD IMAGINARIA “

Fl nidmero complejo (0 ; 1) es la unidad imaginaria; tiene la particular notacién i=(0; 1)

TEOREMA . TEOREMA
f=-1; i=(0;:1 vyeR (0;y) =yi
Prueba Prueba
£ = (0;1)0;1)=(0-1;0+0) yi = (y;00(Q:1)
= (-1;00 = -1 = (0-0;y+0) = (03y)

£ o= -1 2 05y =yi

POTENCIAS ENTERAS DE LA UNIDAD IMAGINARIA

Estudiaremos el comportamiento del ndmero i 2
Vv n e Z; teniendo en cuenta la siguiente Por lo tanto =1
definicion:
i : Engeneral " |i*' =1
! =1 ; =i }
: Luego deducimos que
i'=i LIS BRI EALEIS FRE SAC |
F=-1
P=i.i=-i Generalizando
24 2 .
|=1.1—(1)(1)=1 .
P=ili= pvRaik D vkeZ
6 4
P=it.if=-1
g Ejemplos:
V=i.i=-i jemp
18=i4.1 1 L2 -oiv2o g
P={i=i
310 8
=2 =1
A3 _sde3 s
ill = i8 . ] - 2. i 1 1
2= i'=1
KT LU KA
Se observa que las potencias enteras de i se Luego se deduce
repiten cada cuatro veces y sélo toman uno de
los cuatro valores i;-1;-i;1; esto merece i’(‘; »k):ik S ykez
una especial atencion. ' )
PROPIEDADES
S inci :
Se observi prmmp..salmeme. gue. TEOREMA
i'r=1;Ff=1;1i"=1; etc.
Esto implica que la unidad imaginaria elevado a PR (C1KGK vke 7
un multiplo de cuatro es igual a la unidad.
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Ejemplo 1
Calcular "% 4+ %7
Resolucién:
Se observa que
4683 = 4+3
-527 = ~(4-1) = 4+1
= {18 57 o ii+3 +iY = i4+i=0
Ejemplo 2
Reducir S=i®+i"+7{
Resolucion:
i 8 _ (» 1)48 i48 - 1
i 17 = (‘1)17 il7 = 'i
Luego S=1-i+i ~S=1
PROPIEDADES:

L i+f++i'=0
N i g2 %+35=0 . vkeZ

o t+ M+ 52+ #9 =0 ; vkez

(Por propiedades aritméticas)

o

1. 2"=4 ;Yn<N ;n>2

o o
2. (4+ry=4+r;vne N+ vreZ

FORMA CARTESIANA O BINOMICA DE UN COMPLEIQ

Algebra
Ejemplos:
22
1. Calcular i
Resolucion:
22 °
i2 =it=1
_53
2. Hallarel valor de z, =i%
Resolucién:

Se observa que

555 i .;4] .
5 =4+1 = z]=l =1

33%°

Determinar z, =i

Resolucion:

Simplificar
W=i2ei¥e ]
Resolucion:
El factorial de n siempre es multiplo de
cuatrovn > 4

Entonces

4t

-2

TEOREMA

Todo niimero complejo z delaformaz = (x;y)es
posible escribirlo como z = x+yi

Demostracion:
Sea z=(x;y) ; x;ycR
Pero z = (xyy) = (x;0) + (0;y)

Por definicion (x;0) = x
Por teorema (0;y) = yi

z={x.y) =x ' yi
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Ejemplo:

Representar en forma binémica o cartesiar.z
cada uno de los siguientes nimeros compleio:
dados por sus componentes.

z, = (4;5) = 4+5i

1.5 1 5.
23'5,— —_- =1

2
z,=(4/3; 6) = /3 -6i
(0;-5) i

-

= -5i



CAPITULO XIII Niimeros complejos

TIPOS DE NOMEROS COMPLEJOS

Luego de algunas definiciones necesarias Ejemplo 2
tenemos los tipos de complejos: Sea w = 104+12i
- w=10- 12i
1. Complejo Real o Puramente Real.- Es - {W, 10 112.
aquel nimero complejo que carece de la wos !
parte imaginaria; es decir su parte Representacién Geométrica de z = (x;y), de su
imaginaria es cero. conjugado y su opuesto.
Notacién:
éz = (x;0) =x*; ¥xe R} Eje Imaginario}

2. Complejo Imagfnario Puro.- Es aquel
nimero complejo que carece de la parte
real; es decir su parte real es cero; ademds
su parte imaginaria siempre es diferente de
cero.

Notacién:

Lz =) =yi ] ,VYERL'{G}'B

3. Complejo Nulo.- Es aquel ndmero
complejo que presenta la parte real e
imaginaria igual al niimero cero; es decir las

dos componentes son nulas. PROPIEDADES: z;z,;z, € C
Notacién: )
% z=(0;0) % 1. z=2 = zescomplejo real
' 2. z=z
DEFINICIONES 3.. z=-z=2 < zescomplejo imaginario

1. Dado el complejo z = (x;y) = x+yi se
define el conjugado de z denotado por 7 ;tal

que -
— ] 5  z-z =2ilm(2)
z-(x; y) =x-yi - -
- — . 6. zxz,-z,% 2z,
2. Dado el complejo z = (x;y) = x+yise define o
el opuesto de z denotado por z” ; tal que: 7. 2z, =2z 2,
2= (xiy) = —xyi z) z
8. — == 9z,=(0;0
Ejemplo 1 [ 22] 22 2= (00)
Sea z=(4;-5)

22(4;5) n npe=
={z'—(4;5) 0. (Vz)-Vz svne
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OPERACIONES EN. LA FORMA BINOMICA O CARTESIANA :

Sean los nimeros z; = a+bi A z, = c+dj,
se definen las siguientes operaciones:

Adiciéon de nimeros complejos
Dados los nimeros complejos :  z,, z,
setiene: z, +z, = (a+bi) + (c+di)

(z,'# N (a+c) +(b+d) l}

Ejemplo:
Sean
2, =3461 A z, = -447i
=z, +2,=3-D+{6+Ni
1 F 2= 14130

[N

Sustraccion de ndmeros complejos
Dados los complejos z,, z, entonces

( R ('—22)3

Ejemplo:

Sean zZ,;=6+21 A 2z, =-3+7i

= z-2,=2,+(-z)=(6+2))+(3-T70)
=9-5i

52y~ Zy=9-5i

Multiplicacion de nimeros complejos
Dados los numeros complejos  z,, z,
setiene z,z, = (a+bi)(c+di)
= (ac+adi+bci+bdi®)
= (ac-bd) + (bc+ad)i

2 gzl z, = (ac-bd) + (bc +ad)i)

Ejemplo:
Sean z,=3+2i ; z,=2-5i
=22,=03+2))(2-51)=6-151+41+10

Luego z,z,=16- 11
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Si recordamos la definicién rigurosa de la
multiplicacién de dos complejos como par
ordenado, tenemos:

z, 2, = (a;b)(c;d) = (ac-bd ; ad+bc)
y lo expresamos en forma binémica

z, 2, = (ac-bd) + (ad+be)i
Llegamos al mismo resultado, es decir la definicion
es buena.

Ejemplo:
Realizar las operaciones indicadas y hallar:

z = (1+)(1+3D(3-1)
Resolucidn:
Como la multiplicacién de niimeros complejos
tiene la propiedad asociativa no interesa el orden
en que se empiece a multiplicar los factores.

Luego se tliene
z = (1+)(1+3i)(3-1)
= = (1+D(3-1+9i-31) = (1+1)(6+8i)

2= 6+8i+ 6i+8F = -2+14i
L ozo= -2+ 14i

Divisién de nameros complejos

Sean los mimeros complejos z,, z, para efectuar
e

la division —- habra que multiplicara z,y z,
22

por z, conlo cual se obtiene
z, =a+bi , z, =c+di
2y _a+bi _ (a+bi) (c-di)
z, c+di (c+di) (c-di)
_ (ac +bd) + (bc -ad)i
c?+d?

{ asbi acsbd bc—ad.j
Lo et gt

c+di  ¢2+d? 2ad?




CAPITULO XINI

Ndmeros complejos

- Ejemplo 1

Efectuar z -[5+3iH 2+ }

2-1|[5-3i

Resolucién:
En este caso podemos ordenar en forma
conveniente, entonces

. _{5+3i)( 2+i
5-3i)\ 2-i

_{ 84151 3+4i) _-36+77i
17 5 85

36 77
L Z=—— i
8 85
Ejemplo 2
Efectuar W = S S
(1-3i)(i-3)

Efectuando en el denominador, tenemos

[ (5+3i)(5+3i)) ( (2+i)(2+i)) W - i i
(5*31)(5*31) (2'1)(2*1) - i"3‘3i2+9i - —1_0—1' h ]_O
16+30i) [ 3+4i 1
= LW o= —
[ 34 )( 5 ) 10
POTENCIACION
La potenciacién en forma bindmica tiene Resolucion:

muchas limitaciones; por ello se utiliza cuando
las potencias son pequenas.

Ejemplo:

Efectuar

(14i) = 142+ = 2i

1+ = [Q+)PP = Qi) =-4
(1-D)* =1-2i+i* = 2i

(1-D" = [(A+1)°F = (-2i)° = -4

Se observa

(1+1) = (1-i)' - -4

Ejemplo

Reducir

Efectuando por separado

1+i (1+i)? 2i

1-i o (- 20

Reemplazando tenemos
W=(P+(-)’=i-i=0

. W=0

Resultados importantes:
(1+i)? = 2i ; (1-1) = -2i
(1+1)° = 2i(1+1) s (1-D)%=-2i(1 1)
(1+D)'= -4 (- = -4

1+i ., =i

=i ; = -
1-i 1+i
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RADICACI(SN EN C et R S o N nE ix e S
En la forma binémica, s6lo estudiaremos la En forma analoga se obtiene

rafz cuadrada; en forma general lo estudiaremos B

mas adelante. p2o ZXIVXTHYD V;W ............ (ii)

DEFINICION

La’ralz cuadrada .de un namero complejo z Nos interesa los valores de a y b
es un nimero complejo w tal que w’=z.

En b.ase a la raiz cuadrada de nimeros R W b X W
reales positivos, probaremos que la rafz cuadrada a== —'2*_ » D=2 ——2——

de un nimero complejo siempre existe.

.TEOREMA Pero 2ab =y
Dadoz € C, 3w e C, talque: W=z entonces, se tendra lo siguiente

Si: y>0 = a /b tienen el mismo signo
Demostracion: Si: y<0 = a A b tienen signos diferentes
Dado: z=x+yi ; z=0

Debemos hallar: w = a+bi, talque w? =z Por lo tanto

Esta ultima condicién plantea la igualdad
(a+bi)? = x+yi

Efectuando y ordenando el primer miembro:
a’-b’+2abi = x+yi

Igualando las partes reales e imaginarias se tiene
al-b?-x

2ab =y donde (%) es el signo de “y”

el sisterna {

Reemplazando b=—2¥— en la primera ecuacién

a Ejemplo:
. yz Hallar la rafz cuadrada de 6-8i
a‘-+—=x
4a’ Resolucién:

Aplicando la férmula anterior
Lo que se convierte en 4a’-4xa’-y*=0 p

Ay

Resolviendo para a’ se tiene: o] el
o2, 2 m::\'6+6+8_ A6+6+8i!
a2, XXy 2 2 :

2

pero a’: 0 ; entonces se debe tomar =2(24/2-21) = *42(2-1)

S . B - 22C)
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MODULO O VALOR ABSOLUTO DE UN NUMERO COMPLEJO

Dado z=a-+bi; el médulo o valor absoluto
‘de z es un numero real no negativo denotado

por |z|;talque |z| = ya®+b?

4 Eje Imaginario
|:J SCEEPPEEPEEERRTES> s (a;b)=a+bi
b
0 :
0 a Eje Real

Geomeétricamente, el mddulo nos
representa la magnitud del radio
vector del complejo z de origen (0;0)
y extremo final el afijo de z

PROPIEDADES

De la definicién de médulo se desprende las
siguientes propiedades; sean z ; z, ; 2, € C
entonces:

L Jzla0 Jz|=0 = z=(0:0)
2. lzl=lz| =12}
3. |z1P=z.2
4. I1re(@)| < |z |Km(z)|sj |
5. lazl = fnllz
6. ~]:—]~i—- szst(O;O)
z31 12l
7 ‘z“[:IZ{“'; v ne'N
8. \/—| \/_—,VneN  nz2
9. |z +zzlslz,l |22] ;
10. {[zs|-|za| | = J1- 2 ;

Ejemplo:
Hallar los médulos de los siguientes complejos
1. z, =5+4i
2, z, =1-1i
3. 2;,=-5
4. z, =-6i
5z, =-3-4i
Resolucion:

1L |zy| = y5%+4% - /41

2. g, =12 (-1)2 =2
3. 24| = {(-5)%+ 0?=5
4. |z, = y0*+(-6)%-6
5. |z) = V(‘3)2 + (-4 =5
vag; beR
=a = |z| = |a]
=bi = |z| = |b]

Demostraremos algunas de las propiedades:

5 5al = (3n) (5 )
(52 )z 2) <[ =)

Quitando exponentes se tiene

e =z z
HEANEAIEA

n veces
(Def. de exponente natural)

Tomando médulo {z%} = |z.z.2....z2],
usando la propiedad 5

12" = |z] |z} |2] e |z| ; nveces

2] = fr

9 |ar gl )z )Hmn)E )
=|31|2+z122+z2z |~2[
pero

z,22+ E] z, —2]Re(’ z )A ]Re(zl.:.z)g |z| sz
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Entonces
|z|+32|2:|zll2+2lRe(z,22)+|22|2 < Az P+ 2]z | 2,142, =(|z1]*]22| }

luego |z|+z:2|2 < (|z1|+|z2|)2 ; quitando exponentes se tiene |z]+zz| < |zl’+lzzl

FORMA POLAR O TRIGONOMETRICA DE UN NUMERO COMPLEIO

Sea z=a+bi un nimero complejo diferente

del nulo.
Es decir |z] - 0
A Eje Imaginario Conociendo el argumento principal de =z
denotado por Arg(z) podemos generar otros
y cuya notacién es
{arg(z) = Arg(z) + Zku}
K=0,;=%x1,; £2 ; %3 ; ..
,,,,,,,,,, ( . .
Eje Real
Delafigura x = |z|Cos0; y = |z|Sen9 1. Al argumento de z, Arg(z), también se le
Donde Tgh - Yy : denomina amplitud.
X

2. Elargumento es el angulo generado por el radio
vector al girar en sentido antihorario desde el
eje real positivo hacia un punto cualquiera del
radio vector.

Entonces z =x+yi = |z|CosO + |z}Senbi

( “ z=|z]{CosB +iSend )}

Ejemplo 1
Es la representacion trigonométrica o polar Yy
de un complejo; donde al 4ngulo O se le 14
denomina el argumento de z denotado por 1 . +
Arg(z); esdecir
Arg(z) =6
Se observa que 6 puede tomar infinitos valores
como :
61 =0 ; ez =0+ 2n ; 63 =0 +4n st sl el ek st o+ )X.
para evitar este problema se da la siguiente
definicion : Hallar la forma polar o trigonométrica de
z, = 1+i
Argumento principal de un niimero complejo Rlesolucién:
De todos los valores de 0; elegimos aquel 2, = \/5
=

que se encuentra en el intervalo [0;2r>; es decir
0<0<2m; a dicho 6 se le denomina argumento Tgd = 1 =1 = 0=45°
principal, cuya notacién es: 1
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Luego z, = l+i = 2 (Cos45°+iSend5°)
Ejemplo 2

L L 3

Si z=-1+ 3i
Entonces

[z] =2

Tg@:f?_ - 8=120°

Luego
z = -1+/3i = 2(Cos120°+iSen120°)

Representar en forma polar z;, =4 - 3i
Se observaque 0¢<IV
|z,} =5

Tgd = f% ~ 9=323°

Luego z,; = 4-3i = 5(C0s323°+iSen323°)

También se puede definir el
argumento principal en el intervalo
<-m;n}, es decir, -n<08<m; por ello no
debe ser extrano si consideramos en
algunos problemas.

Para calcular el argumento principal
de 2z se debe observar en qué
cuadrante se encuentra el afijo de z
y luego calculamos a partir de
Tgo = b

a

TEOREMA

Dados los nimeros complejos no nulos
z = |z|(CosO+iSend)
w = |w|{Cosa+iSena)

Se verifican
1. zw=|z||w|(Cos(8+a)+Sen(B+a))

2. _z_:_lz_'(Cos(e—oc)?iSen(ﬂfoc))
wo|wl

Ejemplo 3

Demostracion
1. zw = |z]|.]w|(CosO+iSend) (Cosa+iSenc)

= |z||{w] [{(CosBCosa SenfSena)
+ i(CosBSena+Sen8Cosa)]

= |Z| [w|[Cos(8+c) + iSen(8+a)]

z_1z; Cos0 +iSenf

w |w| Cosa+iSena

1z (CosB +iSend) (Cosa - iSenc)
lwi (Cosa+iSena)(Cose-iSena)

ial [ (cosBcosa - isena cosB

w cos’e + sen’u

. isenBcosa - i%senfsena)

cos’a + sen’a
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= ——ZE—| [(cosBcosa+senBsena)
.wl
+ i(senfcosw-senacosd)]
= ﬂ [Cos(6-a) +iSen(6-a)]
W 4
4 )

:L'oucwsm;v;

1. Para multiplicar complejos en la forma polar se
multiplica los médulos y se suma los
argumentos.

Grg(z .w) - arg(z) +arg (@

2. Para dividir complejo en la forma polar se
dividen los médulos vy se resta los argumentos.

arg ( %J - arg(z)-arg (W)J

-

Gréaficamente para (1):
Y W

Ejemplo:
Dados z=—3+\/§i ;ow o= L+

Hallar zw ; Z y representar graficamente.
w

Resolucioén:

2| = V12 =243

Arg(z) = 5n/6
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Entonces z = 2¢/3(Cos5n/6 + iSen57/6)
También |w| =2 ; Arglw) = n/4
Entonces w = ‘/5 (Cosnt/4 + iSenm/4)

Como nos piden el producto y el cociente; de z,
w; hallaremos los argumentos:

51 ®m _ 13n
L

Arglzw) = —=+2 -
g 6 12
Arg _Z_ = EE—E = 7_11
w 6 4 1
Luego
zZw=2/3 ﬁ[Cos 137 +i8 113—21{)
=2/6| Cos 137 +iS 13n
12
z- -Zﬁ Cosl— + 1Sen-7£)
w 2 | 12
:Jg Cos7—Tr +iSen7—n
12 12
Graficando Jos argumentos de z.w y 2z
w
A
b4 Y
Sn w
6
13n
12 /4
S S pl AU -
X
W
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TEQOREMA (de De Moivre)

Dados z=|z|(Cosb+iSend); z # (0;0) Ane N;

setiene  z"=]|z|"(Cosn® + iSennd)
Corolario:
arg(z ™) =narg(z) ; neZ
Ejemplo 1

Hallar el argumento de z =

Resolucién:

A3 s
arg(z) - arg[(l*\/_?_l)) +arg[ (1+1) )
2i (ﬁei)z
arg(z) - 3arg(1+/3i) -arg(2i)
+5arg(1+1)-2arg(/3+1)

w38 o35

17n
. arg(z) 2
Ejemplo 2
Demostrar Sen20 = 2S5enB6Coso
Cos28 = Cos’0-Sen’d
Demostracion:
Sabemos

{CosB+iSenf)? = Cos20+iSen20 ....

..... (Por T. de De Moivre)
Efectuando en el primer miembro
cos20-sen’® + 2senBcosdi = cos20 + isen20

i | | ]

Igualando las partes real e imaginaria tenemos
Cos26 = Cos’0-Sen’0
Sen26 = 2Sen0Cosb

Ejemplo 3:
Sea z = |z|(Cos@ + iSen6)
Hallar el argumento de su conjugada.

Resolucidn:
Representando z geométricamente

AEje Imaginario

o Ko
N

Eje Real

b
[+~

Delafigura o -21-6 = Arg(z)-2n-6
También podemos considerar { 6)
Entonces Arg(z)- ©

Ejemplo 4
Reducir  z = (1+/3i)°+ (1- y3i)"
Resolucién:
1+/3i = 2(Cos60°+iSen60°)
1- {31 = 2(Cos(-60°)+iSen(- 60°))
= 2(Cos60°-iSen60°)
Luego

30 k
z2=12] CosZ +isenl +12 CosE—iSen1
3 3 3 3
1
z=]2% Cos30Z + isen30Z|]
3 3)]

+

2% Cos30X - iSen30X
3 3

z =2%(Cos 10m ~iSen10m) » 2°°(Cos 107 - iSen 107)
=2%(2Cos10m)
_ 231

Lz =2%
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FORMA EXPONENCIAL DE UN NUMERO COMPLEIO

TEOREMA DE EULER

e = Cos0 +iSen0
e es la base del logaritmo neperiano
0 argumento en radianes ; i = (0;1)

Donde:

La demostracién la realizaremos en el siguiente
tomo; ya que todavia no tenemos elementos
necesatios.
Entonces tenemos una nueva representacién
para el complejo.

z = |z|{Cosb+iSend) = |z|e®

wz-lzie® (%)
Ejemplo 1
Representar en forma exponencial al complejo
z7=4+43i
Resolucién:

z = 4+4,/3i = 8(Cosn/3+iSenn/3) = 8™
.z =8e™

Conociendo el complejo z=|z|e*; podemos hatlar
larepresentacién exponencial de su conjugado sélo
reemplazando € por (-8).

Z - |z|ed(®

Ejemplo 2

Sabiendo que z = x+yi

Hallar el médulo y el argumento de e*
Resolucion:

=e'.e” =e*(Cosy+iSeny)
s le?|-e* ; Argle?):=y

%W e >0;vxeR

A+

e‘=e

Ejemplo 3

i=y-1

Calcular i

346

Resolucién:
Partimos expresando en forma polar el complejo

i=0+i=()|CosE +iSenl
2 2

n in/2

Luego i- Cosg +iSen—=e

Del teorema de Euler se tiene

e® = Cos8+iSend .o N
et = Cos6-iSend ... an
Alsumar (I) y (II) se obtiene  €® + e ® = 2Cos0
L) L]
dedonde CosB=% "€ _ . Q)
Al restar ())-(11) se obtiene
e 18_ e 10
Send = ——e ... (»+)
2i

Si en dichas férmulas reemplazamos 6 por z;
obtenemos algo maés general

Cosz = S_l:f—e’: - C
2
Sen(z) - ii: ;26 C
2
REPRESENTACION CIS

Es wusada para representar en forma
abreviada a un complejo en su forma polar. Asi

z = |z] (Cos@ + iSend) = |z{ Cis6

Ejemplos:
z, = 2(Cos12°+iSen12°) = 2Cis12°
2, = 2(Cos(0+2kmn) + iSen(0+2kmn))
= 2Cis(8+2km)



Numeros complejos

" TEOREMA DE DE MOIVRE

Sea el numero complejo: 2z =|z|e";
se cumple:

Forma exponencial:

.,nzl,’neine

Forma polar:
z"- z|"(Cosn® -iSenn®B)

Representacion CIS
z"=,z1"Cis(n8)

Forma fasorial

z"=|z"| N6

Y ne¢Z

Demostracion:
La demostracién queda a cargo del lector.

Ejemplo
Efectuar

V2 (Cos13° + iSen13°)[2y/2 (Cos67° + iSen67")]
4[Cos16°+iSen16°][Cos19° + iSen19°]

Resolucién:
Representando fasorialmente

Luego

)
off

z = Cos45° + iSend5° = Y=+

3]

0

—\/—§+L_2..i
2 2
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RAiZ N-£SIMA - RAICES DE 1A UNIDAD

El problemna de obtener una raiz n-ésima de
cualquier ndmero real o complejo se resuelve
satisfactoriamente con la teoria de nimeros
complejos.

Definicién:
Dados ze¢ Cy ne N-{1}, se llama raiz n-ésima
de z aunnimerow ¢ C,lalque w" =z

TEOREMA

Paratodo z¢ Cytodone N {1} ;existen n raices
(n ésimas) de z

Demostracion:

Sea z=|z|e” = |z|(CosH + iSenBb)

Deseamos calcular

w=|w]e* = |w|(cosa+isena), tal que w" =z
Es decir

[|W!eia]n* !zgei(') = !wlneina - izieio

Equivalentemente
tw|"(Cosna +iSenna) = | z| (Cos® +iSen6)

Igualando partes real e imaginaria
Iw|"=1z] A [Cosna = CosfSenna = Sen@)
De donde obtenemos
0 1 2kn
n

'wi=Yizl y ne=0+2kn=a = i kez

Luego las raices n- ésimas son

Wy = VZ_ [Cos(—e +2kn) + iSen(————e +2kn)}
n n

L

n

= WCIS( 6+2kn) ;
k=0 ; x1; %2 ; %3 ;...
Estas raices no son todas distintas pues

W, = Wi W, =W, .o W,, = W,

348

Esdecir W, =W, ...V, =0; £1; £2;; ...

Luego las raices n - ésimas distintas son
Wi W iW, 0 W,

n-1

Por ello cuando se resuelve un problema de raiz
enésima es suficiente tomar los valores de
k=0;1;2;3;...(n-1)

Ejemplo 1

Hallar las tres raices cubicas de 8i
Resolucion:

Sea z =8i=0 + 8i = 8Cis(n/2)

It—t2k7t

- 2'8-3B.Cis =2Cis(%“£)
Donde K=0;1;2
Si K=0 ; 2z =2CisZ ~2(
6
= z,=3+i
Si K=1 ; z, =2Cisn/6 = 2 B
2 2

= z;=-\/3+i

Si K=2 ; z,=2Cis3n/2 = 2(i) = -2i

= z,=-2i

w

Las raices ciibicas de 8i son los siguiente:

3+ 5 -8 ;-2

valores

Ejemplo 2
Hallar las tres raices cubicas de z = 1+i
Resolucién:

Arg(z) = /4

2] =2

= z = 1+i = /2(Cosn/4 + iSenn/4)

z=1+i
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Luego las raices ciibicas de z=1+i son

, I, 2kn I okn
WK=/J—§ Cos| 4 3 ~ Sen
K=0;1;2
para K=0 ;

6 T, T

W,= y2| Cos—+iSen—

’ ‘/_( 12 12)

=52 (Cos15° + iSen15°)
‘i/i(% 2+,/§+i%\/2,/3‘]

para K=1;
W= ¥2 [Cos(15°+ 120°) + iSen(15°+120°)]

=%/2 (Cos135°+ iSen135°)

RAICES COBICAS DE LA UNIDAD REAL

2 2
para K=2;
W, =92 [Cos(15°+240°) + iSen(15° +240°)]

=42 (Cos255°+ iSen255°)

=(§/'2-(%\/2—\/§+%\/2+‘/§i]
Por lo tanto las 3 raices cdbicas son
2 %v%ﬁ*i% 2—\/5]:

2 2
B -;—\/2~‘/§+%\/2+\/§i]

Sea el complejo z=1
Como se desea calcular la raiz cibica; entonces
lo expresamos en forma polar
z=1=1+0i = Cos0° + iSen0°
Luego la raiz cibica es

2= Cos 0%+ 2km | | iSen 0°+2kn
3 3

=Cos( 2k +iSen &
3 3

Donde K=0;1;2
Para K=0

z, = Cos0°+iSen0°® = |
Para: K=1:

z,- Cosﬂ+ iSenz—71 =-
3 3

of%

0O | o

Para: K=2:

zziCosﬂ' iSenijP-:— i
3 3

[

!
2

(ONCLUSION:

Las raices ciibicas de la unidad rea) son:

1 7l+_@i . lfﬁi

2 2 2 2
AN
e
conjugados

2
Las raices ctbicas de 1 son: 1, w, w* es decir

Donde si asumimos por w al nimero ( -% v [gl]

1
3 »l—-‘/—gi-w
Vi-{ 2 2
1 V3.,
——-i-w
2 2
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INTERPRETACION GEOMETRICA

Se observa que las tres raices cubicas de la
unidad tienen el mismo médulo; por lo tanto sus
afijos estardn en el borde de una circunferencia
de radio igual al médulo. En este caso el médulo
es igual a la unidad.

Yi

W<

\

“

En la figura se observa que los afijos de 1; w; w?
son los vértices de un tridngulo equilétero.

be¥

w

PROPIEDADES DE LAS RAICES CUBICAS DE 1A

UNIDAD

1. Sabemos que w es una raiz ctubica de
unidad; entonces se cumple w? =1
Luego podemos afirmar

w21 6 w*¥-1 ; vKeN
Entonces
wikT-w? sreZ
Luego
Wi oyw o w22

2. Sisumamos las tres rafces cibicas 1; w; w?;

tenemos
Lrwew =1L 030 148,
2 2 2 2
= l+w+w=0
4 N
cor;aus:é;v;,
vk, reZ
L w =1
L w* =1 ; wl=w; w?=w
M W™ = w

TEOREMA

Los afijos de las raices n- ésimas de un niimero
complejo son los vértices de un poligono regular de
n lados.

Sean: z,; 2, 5 25 5 Z3 5 e ; Z,, ; las n-raices
(n-ésimas) de z.

Del grafico se observa: 6 = ( 2“)
n

Luego el &rea del poligono regular de n lados es:
n|z, P ,
S= J_OL . Sen .2_7_1:. l"z
2 n
Donde z, es una de las raices (n-esimal) de z

También se cumple:

x =7 =2 = =7 =2
L zyg=2,=2, =..... zZ,,=2
7 + 7. + 7.+ + 7 =
L 2+ 2+ Zgt e 2, =0

Las raices n-ésimas de la unidad tienen
propiedades importantes que merecen especial
atencién.

Si w, ; w son las raices n-ésimas de la unidad;
entonces w,w es tambxen raiz n-ésimade la unidad
en parhcularw whw' L
Son raices enésimas de la unidad
Si w" '+1; se dice que w es una rais primitiva de
la unidad.
w, = Cos271 - iSen—Q—E ;
n n

Existen otras raices primitivas; las cuales son
W, Cost—n iSen 2km )
n n

k<n y k es coprimo con n
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Ejemplo 1
Las raices cuadradas de la unidad real son 1; - 1;
donde -1 es raiz primitiva.

Ejemplo 2
Las raices cubicas de la unidad real son
1; w; w
w--L1,¥8 ;wls 143 ;
2 2 2 2

Donde w; w’ sonraices primitivas.

Ejemplo 3 (para el lector)
Probar que i ; -i son las rafces cuartas primitivas
de la unidad real.

Ejemplo 4
Dado 2z =2, hallar
a (zV6)
b. (33)1/6
Resolucion:
a. z=2=2(Cis0°

= ' % Cis 0°+2kn)
6
_6 . km | 1.9,
—ﬁCls? ; k=0;1:2;...5
Para k=0 ; zo=(§/§

Para k=1 ; gz,

"

o
nNo
—_—
N | —
4
P
—

Para k=2 ; z,= (Vf -
Para k=3; z;= ?/5

Para k=4 ; z4=(§/§ -

[

Para k=5 ; z;= ?/5

Pero se desea calcular(z ®)® elevamos al
cubo cada una de las raices:

Como se observa, se repiten los valores, los
cuales deben ser considerados una sola vez.

BT S

z=2=2Cis0° = z% = 8 = 8Cis0°

Luego

3\ 673~ | 0°+2km
z = /8 Cis
(20)" - Y| 228

Si
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Problemas Resueltos

Problema1 Problemad
Sea el complejo z=1+i Efectuar
Calcular z' W- 1-i
Resolucién: - 1-i
Deldato z = 1+i 1___1—-_i_—
Realizando la sentencia solicitada 1- f
22 = (1+9)" l‘——l—,
= [0+ BEE.
= (1+20+7° ; # = -1 b
= (2i)® = 2%i® = 64(-1) = -64
22 = _p4 Resolucion:
Recordar
Problema 2 L
Calcular el valor mas simple de ii
N = (lﬂi.)2(1+3i) donde i=(0:1) Entonces
i-

Resolucion:

(1+)*=2i

E

En la expresion multiplicando por (i) al
numerador y denominador tenemos:

(e (143)  HAHO  20-3) * W=-i
N= = ‘. . = - =
i-3 G-3)" i-3
N -2 Problema
' Si k es un entero no negativo; calcular el valor
Problema 3 de

1eil®
Simpilificar la expresién \/f
(a’+ab+a)i-a-b-1

- - ; a+b »-1
(@arb )i Resolucién:
Resolucién: Dato k € Z;
Agrupando la parte real y la parte imaginaria
o a(asb+1i- (@a+b+1) Entonces
z = - o 2%-3 .
Ga+b i - 41\02 1) (2)21\3_12“‘3
Simplificando tenemos , \/j \/f 2
Cai-1 (ai i oai?-i
7= = - ira
i i? -1 = ()i = (‘l)l‘ﬂi
- = a+i . El equivalente de la expresién es: (- 1)*"'i
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Probicma 6
Encontrar un valor de

aNi-yi+Vi
Resolucién:

Partimos calculando un valor de sﬁ ; para ello
sabemos que ¥ =i = un valorde i = i pues
=i

Ademas (1+i)? = 2i
expresion

sustituyendo en la

Unvalores: 1 +i

Problema?l

Hallar los nimeros complejos z que satisfacen
1+2) _ 1
-z

Resolucién:
Sea z = a+bi ; reemplazando en la igualdad
1 +a+bi
1-a-bi

=1

= |1+a+bi| = |1-a-bi|

= ‘/(T+a)2+b2 = \/aAa)zlr(—b)2

= (1+a)*+b? = (1-a)’+b?

= 1+2a+a’ = 1-2a+a’
= 4a=0 < a=0
Luego z = a+bi = 0+bi = bi

- .Lo$ nimeros complejos que satisfacen son
tados los imaginarios puros y el nulo.

Calcular los valores de x; y reales que verifican
la siguiente igualdad de complejos

xi _ 3x-di
l+yi  x+3y

Resolucién:
Efectuando tenemos
(xi)(x+3y) = (1+yi)(3x+4i)
Aplicando la propiedad distributiva
0 + (¥*+3xy)i = (3x-4y) + (4+3xy)i
T [ 4 4
)

= 3x-4y=0 A X*+3xy = 4+3xy
=3qW=4 A X=1
De x’=4 se obtiene x = 2

Reemplazando los valores de x en (3x = 4y) se
obtiene y==+3/2

LXx=%2 A y=x32

Prebioma 9

donde i= /-1 ; calcular A*+1
Resolucién:

Se observa la unidad imaginaria en el
denominador; por ello utilizamos la equivalencia

T="| ........ (l)
i
Entonces
[-i+l+ij)(i+3+a)

A- 3 3
8 2. a?
——— — 1+ —_—
9 3 9

-;—(a—3—i)(a+3+i)

1/ 2 o a
~(a%-8-6
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Efectuando en el numerador
. 2‘ _ .

Ao 3i{(a?-8)-6i)
(a2-8)-6i

= 3i
LA =B+ =82

Problema 10

Hallar z tal que

a. Sea conjugado con su cuadrado
b. Seaconjugado con su inversa
Resolucion:

a. De la condicién del problema z* = Z
Sea z = a+bi = (a+bi)’ = a-bi
- (a’-b?) 2abi - a-bi
R —
a’-b’=a A 2ab=b
o (]
De (1) se obtiene b=0 VvV a= —%

Para b=0 en (I}
a’=a = ala-1)=0= a=0 v a=l
Luego

2, =040i=0 v z,=1+0i=1

Para a =—-;— en ()

l-b2:_l - b2:§=. bzi_\/_-é
4 2 4 2

3.

-1

1
2 2

.l+\/_§.1 A Z., =

Z,= - Z., =
3 2 2 4

Conclusién: Existen cuatro numeros

complejos que verifican la igualdad y ellos
son:
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b. Condicién del problema

= lzf=1 = 2| =1

Conclusién: Dicha condicién se verifica
v z € C de médulo igual a la unidad.

Preblema 11
Hallar el valor de w si

Wy W
Im + m
W - W+ W, W, W,
w w
Re L_[+Re 2
WitW, Wit W,

vYw, # -W, ; w; , w,cC

Resolucién:
Para resolver este problema se plantea el
siguiente analisis :
Sea z,=a+bi A z,=c+di
= z,+2, = (a+c) +(b+d)i

Luego
Re(z,+z,) = a+c = Re(z)+Re(z,)
Im(z,+2,) = b+d = Im(z,)+Im(z,)

En el problema

Wi rW, W, . W,
W+ W, W+ Wy W W,
w w.
. 1
1+0i = . 2
WitW, Wt W,
Entonces
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Probhiema 12

Simplificar "

q2i
3+’
Z =
2-i
Resolucién:
Efectuando la potencia de potencia tenemos
3+i)2" { 3+i)?
Z = =
2-i 2-i

- z:[(3+i)(2+i)]2 ) ( 5*5i)2 - (1+i2=2i
- @2+i) 5

z=2i

Problema13

Calcular Re(e ")

si z=Cosdp +iSend A neZ
Resolucién:

Por la férmula de Moivre
z" = Cosnd + i Sennd

Luego
e iz" - ei(Cosn¢+|Senn¢) = ei(‘osntb Sennd
—e Senng . eiCosnd)
= e %™ [Cos(Cosnd) + iSen(Cosnd)]

~ R e(e i2") = e S [Cos (Cosnd) |

Problema 14

Sea z =i ; hallar:

a) (z 172 )3
b) (z 3 )1/2
Resolucion:

a) Al complejo z lo representamos en forma

exponencial
{z1=1 A Arg(z) = /2
= z=i=¢e"
1("_/2*_”2)
Luego zW-e '\ 2

Donde K=0; 1

Para K=0: z,=e™
Para K=1: z,=e""
2
: 5 .
Luego z0=-elW; 73 - oiswa _ oitna

b) Paraellector.

Prohlema 15

Determine aquel nimero “n” entero positivo
multiplo de cuatro que verifica la igualdad :
i+2f + 30 + 4" + ... + ni® = 64 - 64i, tal
que i=(0;D

Resolucién:

De la condicién

P+20+ 30 +4i' + .. + ng’ = 64(1-1)

A\
~"
m
= m = i+28+3C+4i'+ .. +ni" ....... Q)]
Multiplicando por i
im=P2+28 +3i*+4% + ... + ni™' ..... a
Luego (D-(II)
(A-Dm=i+£+2+i4+7. + i - ni™*!
—_—
/“;
Como n =4
-ni

Tenemos (1-i)m=-ni = m = T
-1

Reemplazando el valor de m en la condicién

N 6a(i-i) = -ni-64(1-0?
-1

= -ni=64(-2i) = -ni = -128i
~ n=128

Prohlema 16

Los nimeros complejos 2z y w tienen
argumentos que varian de 0 a 2x radianes y
ademas verifican las relaciones

wl=|z] ; z42=42 ; iz=2
arg(z) - arg(w) = 57/3
Calcular E = Im{z) + Re(w)
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Resolucion:

z=|z]e®;

Sea z=|zle® =

Reemplazando en iz = z se tiene

i|z]e® = |z]e® ; [z]#0
= e 20 enr/2 - —20=n/2
= 0=-7/4
Yi
n
4
X
T
4
z
Pero 6c[0;2n>
= 7n/4

. Arg(z) = 7Tn/4

Luego calculamos el médulo de z a partir de
24+ z=42

z|(e®+e™)=y2

|z{(cosB +isen +cos (-0) + isen(-0)) = 2

|2]2Cos6 =2

2|z|Cos(7n/4) = 2

- 2|z|[§):ﬁ - |z|=1

Luego z=-+t-=-
8 2

; reemplaza el valor de 6

B
wlﬁl
o

Entonces se concluye que |w|=1, ya que
|zl =|wl

Calculo de arg de w:

Dato  arg(z)-arg(w) = 57/3

Reemplazando el valor de arg(z)
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R

LT
e
= w=|w|le? -e'

= w:Cosi. + iSenl = MJ(Mi
12 12 4 4

V2 62 B-y2
2 4

4

Problema 17
Hallar el mayor nimero de dos cifras que verifica

[L)f e

2 2 2

Resolucién:
Expreséndolo en forma polar a las bases

£+l' =
2 2

Entonces

n
cosZ +isen™| =cos| X +2kx| ~isen| L - 2kn
6 6 3 3

cosi nX} +isen| nZ| = Cis| X + 2kn
6 6 3

cis| nX} = cis| X +2kn
6 3
b1

= ng —+2kn =n=2+12k

w

Lo, =98

‘mayor

Problema 18

Sabiendo que z, y z, representanunnimero
real y un imaginario puro respectivamente.

donde
z, = .:k H zQ:E_M:m
a-bi
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Calcular a-b
Resolucion:

1) (a+b)+2i= (a-b)k-3ki

Efectuando tenemos

2) a+(b+8)i =bm+ami

De las igualdades se tiene

atb=(a-b)k ........ m
De 1{3k =2 an

a=bm .............. am
De 2{ (b+8) =am........... av)
De () k=-2/3

En (I) (a+b)= Ag(afb)

=b=-5a.......000 il V)
De (I) y (V)
2D im0 .. (V)
b+8 a
a :;Sa. = az A a:_s..
-5a+8 a 3
b= -2
3
a—b:3—0=10
3

Si a=0 = z, noresulta serimaginario puro

~a #0

Prehiema 19
Hallar el argumento principal del complejo z;

donde
1-i+ 1
1+i+ 1
1-jr—L
]+i+-.-
z=
1+i+ !
1-i+ !
I+i+
T-i+—
Resolucién:
Hacemos z =z, + 2,
A I R 0)
23
o1
Zy= 140t — e an
%
z,2,-1
En () z,-—=1-1 = 222 - 1-i..... ()
2y 2
1 . 212l
En(ll) z,-—=1+i= =1+i ... (V)
% 2
z _i 1
ap+qav 2ol o Dy
z, 1+ z,
3n
. arg(z) = —
§ 2

Prebiema 20

Si z,;z,; 2, son tales que sus afijos forman un
tridngulo equildtero y ademds son las raices
cubicas de un nimero complejo.

Calcular
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Resolucion:

Como los afijos de z, ; z, ; z, al ser unidos forman
un tridngulo equildtero y tienen el mismo
mddulo, entonces se encuentran en el borde de
una circunferencia de radio igual al médulo,
como se indica en la figura.

Y

B
X

3T

De la figura se deduce que

z,+2,+2, = 0 (ver la radicaciéon de complejos)

2 2 2
= 2yt 23,425 = -2(2)2,+ 2,25+ 2,2

Problema 21

Hallar el drea del poligono regular formado al
unir los afijos de las raices cuartas del complejo

z=y12-2/3712+2Bi ; i=yT

Resolucién:

Sea z,;2,; 2;: 2, las raices cuartas de z;
entonces

[zl =1zl =zl =12, = VTz] o (@)

Pero |z|= \/¢72—2¢§2+ 223 - 12
= [2i] = |za] = || =J2a] = V12

Ademas los afijos de z,; z,; 2, ; 2, se encuentran

en la circunferencia de centro C=(0;0) A r= /12
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De la fig. el didmetro del cuadrado es 2r = 2‘VE

Por geometria el drea del cuadrado

(]
"l | 2

Prehlema 22

Si ¢ es una raiz séptima compleja de la unidad
real; calcular el valor de M.

M= ¢*+ "+ +¢*+.....48 sumandos

Resolucion:

Como ¢ es la raiz séptima de la unidad entonces
setieneque ¢ =1 ; ¢ = 1

= ¢-1=0

= (- D@ +°+¢'+¢’+ ¢’ + o+ 1)=0

Pero ¢ =1
= O+ + D+ PP+ P +P+1=0 ..... ..(D)

Entonces
M=@6+1+¢+¢2+¢3+¢4+¢5/
—~
0

+@6+1+¢+¢2+¢3+¢4+¢5/

~
0
i-‘cge-f-1+¢+¢2+¢3+¢4+/¢5-¢5=_¢5
'
0.
-'-M='¢5
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Prebiema 23 Prohiema 25
Dado el complejo z de médulo 2 y argumento Si el complejo z se define como:
0e<0;n>. Hallar el argumento principal de z-2.

Resolucién: - \/Sena +iyCos e - i\/Sena—i\/Cosa

Se trata de un problema geométrico; por ello lo \/Sen o +i m N i\/Sen a-iyCosa
ubicamos en el plano gausseano

tal que « € IC ; hallar Re(z)
Resolucién:
Hacemos

a =ySena+iyCosa = a* = Sena + iy/Cosn
b =ySena - iy/Cosa= b? = Sena - i/Cos

Ademés Cosa>0 ; Sena>0 ; luego

20 X Reemplazando en z tenemos
,.a-bi_ (a-bi)>  (a’b?)-2abi
Se observa Arg(z-2) = 6+a . a+bi (arbi)(a-bi) R
Ademds 2a+0=7m = a=l_Z
2 Pero a’-b* =2/Cosai ; a’+b® = 2Sena

-0 6
= Arg(z-2) = 0+ n_z_ = ;n ab = ySen’a + Cosa

Regresando a las variables originales

0+m
. Arg(z-2) - —
3G - = _ . [2/Cosa - 2/Sen?u Cose i
2Sena
Prohiema 24
Siendo . [\/Cosa—\/Sen2a+Cosa]i
X =a+b Sena
y =aw + bw’ El complejo z es imaginario puro
z =aw’+bw ; ab+0
2y, g2 - Re(2) =0
Calcular ﬂy—b——z— , si wP=1
a
) Probiema 26
Resolucién: ) .
De las condiciones Siendo z un complejo cuyo argumento es 8 que
£ = a’+b*+2ab verifica
¥ = awW +b'w'+2abw’ = a’w’+biw+2ab 2\ (z2), donde 3 es el conjugado de =
7 = a'w'+b'w?+2abw’ = a’'w+b*w?+2ab z 2 jug =
Entonces
X+ 2= af(1+w+w?) + b1 +w+w?) + 6ab Calcular H =Tgb + Cig0
0 0 Ademas 0O¢ <E ; lt—>
= xX+y*+z? = 6ab 6 2
xZry2ez?  Gab 6 Resolucién:
ab ab Sea z=[z|e® = z=|z]e®
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Reemplazando en la condicién
Lzle® I [1zle " |
lzle™] [lz]e®
=¥ e = |
Expresando en forma polar
Cos46 + iSend6 + Cos40 - iSendf = 1
= 2Cos46 =1
Cos40 = %
40 = 60° v 46 = 300°
6=15°v 6 =75°

Pero 6§ ¢ <£;£>

6 2
Entonces nos quedamos con 6 = 75°
Luego H =Ctgf +Tgp - 088, Senb
Sen6 Cos0

~H=4
Prohiema 27
Dado
z = -11y/3i;hallar“w” talque |z+w|=|z| = |w]|
Resolucién:
Iz = | 1+43i] - 2
Luego en la condicién

lz4w]* =4 ; [z]=|w|=

z+w)z+w) =4
w7 ow)-4
Efectuando
2z+z.wWwHwW.z +w.w =4
[zP+z.wrw.z +|w] =

= z.wiw.2+4=0

Multiplicando por wz
2w +w |z +4wz = 0;
pero |z’ = IWIZ =4
= wWtzw+z2 =0

wo ItV [—1+\/§1)

360

Reemplazando el valor de z

w—[~%t§i] (-1+y31)

w(+) :[-zl“?i] (-1+yBi)~ -1-/3i
w(-):[~2lv?3-i) (1+y31)-
Prohlema 28

Hallar la forma cartesiana del siguiente complejo

w - (Cos12°+isen12°) [y2(Cos8- + iSens")]"
{Cos6°+iSen6”)'' {Sen80° + 1Cos 80°)

Resolucién:

# (Cos12°+ i Sen12°)' = Cos48°+i Send8®

# [y2(Cos8°+i Sen8®)]''= /2 '/(Cos88°+i Sen8s?)
% (Cos6°+ i Sen6°)"' = Cos66° + i Sen66°

* Sen80°+ i Cos80° = Cos10° + i Senl0°

Luego tenemos

_ Cis48°.y2 "' Cisgg® _ 2"
Cis66°. Cis 10°

. Cis (136°)
Cis (76°)

= 32/2.Cis60°
szf[ f) 16y2(1-+/31)
W = 1642 (1+/3i)

Preblema 29

Simplificar y representar fasorialmente

. n
:[ 1+Sen6+1CosB) VYnez

1+SenB-iCos6

Ademas i=(0;1)
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Resolucion:
Recordando la divisién de complejos;
multiplicamos y dividimos por el conjugado del
denominador
[ 1+Senf+ iCosG) [ 1+Sen6 +iCos@ )]"
1+5en6-iCosb j | 1+Sen6+iCosb

(1+5en®)2+2i(1 +SenB)CosB+i*Cos 6 |"
(1+Sen)? -i%Cos %6 |

H:

H-

2Sen®(1+Sen0)+2i(1+Send)Cos6 |"
2(1+Sen0)

7 Sen0 # - 1
= (Sen® + iCosB)"

_(COS(E e)+15en(1-e))"
2 2
= Cosn(n/2-0) + iSenn(x/2 -0)
{39
2
~H= Cis[n[-’i - e)]
2

Preblema 36

Hallar el valor mds simple de

A = (w2 (144w w0 +w™ (1 +wWE) (1 +wA)...
- — ~

= Cis

2n paréntesis
Ademds w’ =1

Resolucion:
l+wrw2=0
w3k T oW
Como w=1l =
lvw=-w?
Tvw? = -w

Reemplazando obtenemos
A = (04w WP +w) 1 +wW (T +wW)i (T +wh) .,
N -t

2n paréntesis

WP (wPEw ) WP WA w)
= wi-w3)(we)(-w3)(w'2)(-w)......
Agrupando convenientemente
= w(-1) W)W (D(-w) ....
Se tiene
(-WEWIEW) e = (- w)°
-

(nveces)

A=(w)r

Problema 31
Si w # %1, es una rafz n-ésima de la unidad,
calcular .
S =w+wWHw .. 4w !
Resolucién:
Dato S =w+W+w+...+w?!
Multiplicando por w obtenemos
S =wrHwi+wi+. wh
Entonces
(1+W)S = w+wW +Wotwh+....w™
(1+wW)S = wl+w+wW +w'+ ... +w™ )
1-w 2n
I-w )

{1+w)s =w(

Pero w'=1 = w™" = |
Reemplazando se obtiene S =0

Problema 32
Expresar cada ecuacién en términos de las
coordenadas conjugadas.

a)3x+2y =5
b) X’+y* = 16
Resolucién:

a) Sea z=x+yi=z =x-yi

Z+3 z2-2

De donde x -

361



Lumbreras Editores

Algebra

Reemplazando en 3x+2y =5

3Z+Z +9 -2 -5
=) 4%

Efectuando se tiene
Bi+2)z + (3i-2)z = 10i

Y]
0

|
Y]

I+

b) De(a) x-=

Reemplazando en x*+y* = 16

2.3\ (2-3)2
VL EE] -
(5

Simplificando se tiene z. z=-16

Otra forma: de la condicién
LAY =16 oot (%)
Factorizando el 1° miembro

(x+yi)(x-yi) = 16
Como z =x+yir z = x-yi

Tendriamos z.z =16

Problema 33

Dado una familia de nimeros complejos que
cumplen

4z-3)(z-3) = |z|* + 15;
seleccionar aquel que tenga mayor argumento
principal e indicar su médulo. Tal que z se
encuentra en el primer cuadrante.
Resolucién:

4(z-3)(z-3) = |z|*+15

=4(z-3)(z-3) = |z|*+15

= 4|z-3]* = |z|°+15
Luego haciendo z = x+yi

4| x+yi 317 = |x+yi|*+15

= 4{(x-3)* + '] = X +y'+15
Efectuando operaciones

X4y -8x+7 =0
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completando cuadrados

X-8x+16+y" =9

= (x-4)P+y =3
Se observa que tenemos una circunferencia de
centro C, = (4;0) y radio r=3

A

Y

4 (4,0)

De la figura se observa que z, es el complejo que
tiene mayor argumento en el primer cuadrante

|2 =7

Prohlema 34
Representar graficamente el conjunto de valores
de z tal que

z-2
242

<3

Resolucién

Sea z=x+yi
Reemplazando en el dato
X-2+yi
xX+2+yi

<3

= | (x-2)+ yi} < 3|(x+2)+yi|

= J(x-2)%+y? < 3y(x +2)2 +y?
= (x-2)% + % < 9 [(x+2)*+y*]

Efectuando operaciones y completando

cuadrados
w3 ey (8
2 2
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Graficando se tiene

pegferagf A

Co= —%;0)

Probiema 35
Dados reR ; aeR
talque j=0;1;2; ... i(n-1) 2

agr'e™+ ar" '€ M+ +a re® +a =0
Calcular
—_ ng vl itn 1O 1}
E= are™+ar'e +..+a, jre 4+ a,
Resolucién
Tenemos
r nd I ,i(n 18 10 —
are™+ar e +.+a, re’+a,=0
Tomando conjugado miembro a miembro:

a,r ngind alr“"e‘("")e+... +an-1rie+'a—n -0
are™+ a e
+a,,re®+a, =0
E=0

Prohiema 36
Si z,;2,; 23 C; representan los vértices de un
tridngulo equildtero. Probar que

P+t +zt =g+ L5+ 23
Resolucién

Im
A 2
1
3
21 g
n
3
a3
Re

De la figura se observa que
= a3
2,72, = e™(z4-2,)
z-2, = €%(z,-2,)
Dividiendo miembro a miembro

2,73 2,2

3 ~1

2723 Z,-1Z,

Efectuando

2Pzt =22, 4 2,2, + 3,2,

™)

Problema 37

Simplificar; sabiendo m = §

[ . )i
|
7. 2

(i ‘senf-)(i 2sengji)...(i (m ”.sen2(m~1)£)
m m

m

Resolucién
La expresién es equivalente a

o e m ).
N E RS L LI ¥
2m-|

(Seni.Senz—n.Sen-B—E....SenZ(m - 1)—“—)
m m

m m

Luego simplificando por partes
1) Enel numerador; llamandole N

. . m
N=ijmme § =

2m—]
Como m es mdltiplo de 8; entonces
(m —21)m es multiplo de 4.
= N= 12 i = i
2mfl 2m~l

2) Enel denominador; llamandole D

D = Sen.Sen2-X... Sen2(m - 1)-~
m m m
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Para efecto partimos de la ecuacién
z™-1 = 0; cuyas raices son

2 dn
l:eM: M. eI2(m Dom
t L ? .
Pero
1=z DE™ "4z 4. +2+1)
= z™ l+7rn 2+ +2+1 =(,Me|2n/m)

(Z_eﬂn/m)(z_ elfm’m) " (Z . e12(m 1))

Si z=1;setiene

m=(1 _eiln/m) ¢l _elfhl/m) o (1- eim l)n/m)

tomando conjugado

Fn'=(1 e i'.’n/m)(l__e 147:/111) (1 e 12(m I)n/m)

m =(l —e |2x/m)(l P |4n/m) . (l —e i2(m l)1:r’m)

Multiplicando miembro a miembro
m’ =2(1-Cos 2n/m) . 2(1-Cos4n/m)

. 2(1-Cos 2(m- 1)n/m)

= m? =2" Y(1-Cos 2n/m) .(1- Cos4dn/m)
... (1-Cos 2(m- 1)7/m)

=m'= 2" .2.8en*n/m. 2 Sen’2n/m

. 2- Sen’31/m ... 2Sen’*(m- )n/m

=m’= 2" .2™ !, Sen*n/m . Sen’2n/m.

Sen’3n/m ... Sen’(m-1)n/m

Extrayendo raiz cuadrada y ordenando

Sen n/m . Sen2n/m. Sen3n/m ...

Sen(m-Dn/m=——

=D= m
om 1
Luego reemplazando
m .
m-]l
J_—2—:i ~l=1
m
2m -1

Probhlema 38
Dados

I, = ‘/rl2 or) +2rr,Cos(8, -0,)

talque 2, = re™
r,Send, +r25en82)

6, - Arctg
r,Cos6, +r,Cosb,

6,
r,e
Calcular

i0, i8,
re '+re

Resolucién
= r,eia' =1,(CosO, + iSen 6, )
zZ, = rgeiez = 1,(CosB,+ iSen 6, )

=z, +2, = (r,Cosb, + r,Cos8,) +

i(r,Sen®, +1,Send,)

Luego

D |z,+z,] =\/(r,Cos()l +1,C0s8,)? - (r, Send, +r,Sene,)?

= Jr,2Cos 29, +2r,1,Cos6,Cos0, +1,Cos 0,

+178en?8, +2r,r,Send,Send, + . Sen %6,

Simplificando

= yrler} +2r,1,(Cos6,Cos0, +Senf,Send,)

= \/r,2 s 2rr,Cos(6,-6,) .............

Entonces |z, + z,| =1,

1) arg(z,+2,) = arctg[

= arg(z,+2,) = 6,
De (1) y (11) tenemos

i6.
re
=1
o,

i0, 9,
re '+ne

r,Sen@, +r,Senb,
r,Cos0, +1,Cos0,

0, L8 6
re '+re ? - e



Problemas Propuestos

Efectuar algebraica y graficamente las
operaciones indicadas.

I (4+61)+(3-21)
I (5-3D-(-3+D)
I (-2+20)-(-2-1
V. (4-3D) +(-6-91)

Donde i = -1

Escribir los siguientes niimeros complejos
en forma polar.
I 4+ 4i

L3 33
HL -12 - 12i
v. 3i

V. 12 - 5i
VI -4

Donde: i= (0;1)

Escribir los nimeros complejos siguientes
en la forma cartesiana.

L 2(Cos45° + iSend5”)
11 12(Cos135° - iSen135°)
111 4(Cos180° + iSen180°)
V.53 1210°
V. 18Cis(75°)

Efectuar las operaciones indicadas,
expresando los resultados en forma
binémica.

I. [16(Cos15°+iSen15°)}{2(Cos75°

+ iSen75°)]
II. 4Cis13°Cis(27)2Cis20°
. 506° .2{19° . 125°

v 12(Cos 16° +iSen 16°)
" 3(Cos44°+iSend4°){2{Cos62° + iSen62°)]

Hallar algebraica y graficamente el
producto y cociente de:

L (-2+2y3i)(2y/3-20)
n A4

V3-i
Hallar las potencias indicadas de los

niimeros complejos siguientes; expresando
los resultados en forma cartesiana.

I. 2(Cos15°+iSen15°)°
1. [4(Cos20°+iSen20°)}’

]‘/- 1.\
HI | —y3-—i
(273

Hallar todas las raices indicadas vy
representar graficamente.

I. (Cos135°+iSen135%)"
1. [32(Cos200°+iSen200°)]"

. Yy3-i
Iv. Y2-2/3i

Calcular :

L (1+2)°
0 @+D)7+(2-1)
HL (1+2i)°- (1-2i)°

Dada la igualdad
(1+2i)x+(3-51)y = 1-3i, ademds {x;y}c R
Hallar “:XJY e “y"

A) x=1 ; y=4
B) x=-1 ; y=4
4 5
C) x=-os ;| Yz
11 y 11

11 11

D) x-— ; y=—o
Y 5

E) x-L ; y=i

365
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10.

11.

12,

13.

366

i i=(0:1)

Hallar el valor de 14.

E- xi+4
(-1-1) (- 1+1) O+ 1+1) (x4 1-1)

A) O B) 1 C) 2
D)-1 E)3
Dados z, = (a;b) ; z, = c+di donde

{a;bjc;d} <« R ; ademési = ‘/——1_ Averiguar

icudles deben ser las condiciones para que 15.

-
. “1 . . N
el cociente [—] sea imaginario puro ?

-
~2

A)bc = ad B)ac+bd =0
Ca+b=c+d
D)ab=cd E)bd = ac 16.
Calcular el valor de M

(l_i)an

donde “n” es un entero positivo.

A) -2 B) 2i" C) -2i*!
D) -2i E) 2i"*! 17.
Efectuando
30
1,48,
2 2
30
AR
2 2
se obtiene:
18.
Al B)-1 Qi
i
D)-i E) —
) 2

sea w--1.88;
2 2

E - (a+b)(a+bw)(a+bw?)

Hallar
(aw2+bw)(bw2+aw)
A2 B)a-b c) &b
b a-b
D) a®-b3 E) a+b

Si  ya+bi= = (arpi)
¢A qué es igual -a-bi ?

A) «-Bi
D) B-«i

B) a+Bi C) -B+ai

E) +(- B+ai)
Si x+yi=(s+ti)" ; neZ A {xy;s;t}cR

2+ 2\n
Calcular el valor de ML
x2+y2

A) 1l B)O Cn
D)3 E)2
Si zyz son dos nimeros complejos;
u=yz.z'. Hallar:
z+3' z+2'
-ulr +Uu
’ 2 2
lz]+iz'|
A)4 B) 1 Q)16
D)2 E)8

Si como resultado de efectuar una cantidad
finita de operaciones racionales (o sea
sumar, restar, multiplicar y dividir) con los
nameros X, ; X, ; X3 ; ; X, resulta el
ndmero u.



CAPITULO XtI

Numeros complejos

19.

20.

21.

Calcular el valor de efectuar las mismas
operaciones con los nimeros conjugados

Xy 0 Xy 3 Xy
Observacién: u' es opuesto de u
A) u

B)u’ Qu

D)u.u E) uu'

Si ¢la+D)=ad@ ; ¢()=1

determinar

=0 0@ {e® 6012

¥V neN

A)n+7+i B)n+7-2i C)n+5-2i
D) n+6+2i E) n+8-2i
Evaluar

=1+ 21 + 58 + 8 + ... + Bn- D™ !

siendo i=(0;1) A n= 4
A) Lneni
2
B) L(n-Di
2
o) %[(2—3n)<3ni]
D) %[3n+(243n)i]

E) —;-[(73n+(3n—2)i}

Sabiendo que
o = Cos12°-iSenl2°

Hallar el valorde M -+

013

22.

23.

24.

A) 2 B) 1 o)1
2
1
D)-2 E)-=—
2
Calcular un valor de
3 0] 1
J 2\} -2 Ni N1-y2Yi
A)-i B)i C) t-i
D) 1 E) 1+i
Si|z4+w]| = [z-w]|
vz ; weC ; hallar lRe(zW)
A) 1l B)0 C)-1
D) 2 E)-2
Siw=1 es una n-raiz de la unidad, calcular

la suma
S=1+4w + 9w + ... + nPw

-n
(w-1)?

A)

n?(1-w)

B
) 2n(1+w)

0 2n+n’(1-w)

(1-w)?
D) -2n+n%(1-w)
(1-w)?
E) n+{1-w)n?
w
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25.

26.

27,
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Siw=1 es una rafz n-ésima primitiva de la
unidad y heN ; coprimo con n; calcular

S=1+wW'+wi4w g 4w e
A)l B)O w'
D) th E) Wh+1

Determinar si es falso o verdadero las
siguientes proposiciones respecto al
numero complejo :

545§
VA 7(1A\/§)8(1“/§)3en,/4e 3
Loz -(-yD¥-y2)°
[I. Su argumento principal es %E
1II. Su argumento es 77/12
IV. Su argumento es 167/3

A) FVFF
D) vWwv

B) VVFF C) FFVV

E) FFFV

El médulo del cuadrado del producto de un
nimero complejo z por su conjugada es
igual a 16 y éste valor coincide con el radio
de la circunferencia con centro en el
origen, sabiendo que una de sus raices de
orden cuatro de un niimero complejo w se
encuentra sobre ésta y ademads una de sus
raices tiene como argumento el valor de
n/12 radianes. Indicar el valor principal de
la raiz de orden 3 de dicho ndimero
complejo w.

A) V16 B) /16 cisn/3
C) 316 cisn/6

D) %16 cism/9 E) /16 cisn

28.

29.

30.

31.

Sea z € C tal que cumple

|z +z, <a; donde: z,=(a;a) ; a ¢ R™.
Calcular el argumento de z cuya distancia
a la recta vertical que pasa por x=-3a sea
minima.

A) (ﬁ) B) (ﬂ) ) 45°
2 2
127y

Siendo « y B dos raices cubicas de (- i),
calcular el valor de la expresion

L - G+a)® . (o [3)234 (o [3)345
o4 B i

Ademads «, $ son diferentes de i

1

A) i B) — 0)-1
2

D)L E)-Li
2 7

Dado un complejo z; tal que
Re(z)+Im(z) » Arg(z)=kn/2 ; k ¢ Z.
Calcular el resultado de efectuar

2722

22421z

sabiendo que es un nimero imaginario
puro.

A) i
D)-2

B)-i C) 2

E)ASB

Reducir el siguiente niimero complejo:

7 y372a+3-%a  y32a+if32a -3 3

—<a

y3+2a - iy3-2a

) < =
V3-2a-iy32a 2 2



CAPITULO XII

Numeros complejos

32.

33.

34.

35.

A 22 B) -2a o2
3 3 3

p) 2a g -4
3 3

Hallar el argumento del complejo

Z=i"
siendo “w” una raiz cuibica no real de la
unidad.

E)rn

Una de las raices de orden 4 de un niimero
complejo de moédulo 16; tiene argumento

igual a 7n/l2. Indicar la raiz
correspondiente al mayor argumento
positivo.

A) 2cis(197/12) B) 2cis(37/2)
C) 2cis(137/2)

D) 2cis(171/12) E) 4cis(31/2)

De todos los complejos “z” que cumplan:
lz2+3]=2 ; 0<arg(z) <2n
Seleccionar el que tenga mayor y menor

argumento y dar como respuesta la suma
de sus partes imaginarias.

A)4 B)O C) -2
D)2 E) -4
Si
np
n
J= ——l—t——\/l— k=1;2;..
2cos-l§-7i
n

36.

37.

Calcular ]
A)l B) ]senﬁ: C) cosk——'
| nj n
D) np E)2
Dado
fOc+yi) = lx* ~ {xyleR
Senalar un valor de f (ﬁ)
Ademéas i’=-1
A)i B) -1 Qo
D) e™ E) 3i
Determinar la gréfica de
H={zeC/|Re(z) +Im(z)] <2~
0 < arg(z) < n/2}
A) ri B)r
T Z X
X
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38. Determinar la verdad o falsedad de las 42, Simplificar
siguientes afirmaciones:
(Cosf)l ;Sen6,)(Cost;Senez)....(Cosen;Sean)
I vz=:0, %— - li<]arg(z)] [Cos(8, +8,+.... +8.);Sen(6, 49, ... +6.)]
L 1:1+z252+!zrz2|2:2(1z,52+gz242) A0 B) I 0 -1
A4 2,;2,¢ C D) COSnen + Sen"eni E) i
ML e[ =1vxcR 43. Dados: p m ¢ R; Reducir
2micyg 'pJpi+ 1™
AFFV  B)W  QVFV e "{TH}
D) Fvv E) VVF
39.  Un nimero complejo y su conjugado son A) 0 B)-1 O 1
talesque z.z+27-12+4j D) m E) pm
arg(z) ¢ |=; n|. Calcular 1z
2 44. SimeZ*'am> 2, hallar el valor de
: i 2% 3n (m- Nx)?
Clg—.Ctg——.Ctg—=, Crgr_ )T
A) 2/2 B) 4/2 025 (I tg2m tg2m Ctg2m e 2m }
D) 3/2 E) 3/5
40. Indicar el lugar geométrico para A) 2 B)-2 01
Zy 5 %, 5 zeC talque: D)-1 E) o
z-z, 45. Demostrar
arg =0
2,3,
L Re{z,z2}=Re{zl}Re{zz}~Hm{z,}ﬂm{zz}
A) es una circunferencia ILIm{z,z,} = Re{z,}Im{z,} +Im{z,}Re{z,}
B) es una elipse talque z,;z,eC
C) es una hipérbole
D) es una recta | 46. Silos puntos P, y P, son los afijos de
E) es una parébola ) iz eClalque: [z,42,| = |z,-2,] ;
41.  Si los complejos z, ; z, ; z, ; z, son las entonces :

370

vértices del cuadrilatero ABCD. Dicho

cuadrilatero es un paralelogramo si ;

Az +z,+z,+2,=0
Bz, +z,= 2, 4 z,
Clzl+zl+22+22=0
D)z -2-2,+2,=0
Azl +z2+z2+22=0

A) (z//z,) es un imaginario puro
B) z,.2; es un imaginario puro
€) z3.2, es complejo R

D) m<P,0P, = ;

E)AvD



2 o 15 I E 28 I'E 41 D

3 I+ 16 T a 29 E 42 B
4 7 B 30 | E 43 o
- 18 A 31 [p 4 [p
6 I * 19 'p 32 c 45 [+
7 I« 20 o 33 [ a 46 E
8 [ *» 21 i'p 34 B 47 D
9 ¢ 2 [ E 35 [ A _4 [
10 I B 23 g 36 A 49 B
1n_I'g 24 g 37 1A 50 *
12 e 25 _[p 38 [ B 51 [ g

13 [ a 26 [ A 39 ¢ 52 ¢

* Demostraciones y sub preguntas




