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____d_,''oBimvos:_.'_':_,,,, ,,__'__,'__,';___,'''''' -- . , ' _'.
_,___,__.D,_,._,..'____ M. tu_iarunn_.evocam_,,mu_encollama'' d'o~Elca-_:__lejo_q_d__ _�a_.  papel ,?_?'_,_=,
'_ im_Mante en la'_ re_oluc1_n de ec.uacione's' '':''',p0 o_omal_s. . ' ___'_
_:___ _ '' Ver la ap_ca�i_n  en las d_er_ntes ramas, '_'' ,e,, I8, ___- - - �íá  y __ la cienc_'. _ _ '''':: ' .. ' ?'
____,,' _ Aplicar dicti teo__ en _os circu_tos elect_,c,, _'s, ,_ geo_t_a _racta_, etc. \ , , _ / . ...._.. "_ "_ . i_

INTRODUCClON

Los números complejos desempenan un papel muy importante en el desarrollo del Algebra
Moderna_ ya que la Teo�a  de Ecuaciones, en especial las ecuaciones polinomiales obedece al Teorema
Fundamental del Algebra_ cuya demostración es complicada por medios algebraicos ; en cam_io por et
análisis complejo, utili2ando el Teorema de Lioville; la demostraci6n es bastante sencilla y rigurosa (ver
cualquier libro de análisis complejoJ.

En el estudio de un fenómeno F_sico o químico necesiEamos hacer uso de las ecuaciones
di Ferenciales, ordina_as yparciales_ para resolverdichas ecuaciones se utilizan a los números complejos
por Io general; por ejemplo para resolver un problema de ondas se utiliza el méEodo de variables
separables donde se aplica la sene de Fou_er.

Por ello, su aplicación es Frecuente en todas las ramas de la Ingeniería. Por ejemplo en la
electrónica se utiliza en los circuitos eléctricos.

Cabe mencionar que en estas últimas décadas se ha desarrollado la Geometr{a Fractal ; donde entre
diversos tópicos intemenen en ella los números complejos los cuales son un componente importante
y obviamenEe su importancia crece por las aplicac iones propias de la Geometría Frac tal (Física, Química,
Biolog Ea, Sociología, Psicología, Economía, Arte, etc.). La Geometría Fractal nace por la misma
necesidad de afrontar problemas reales; ya que la geometría tradicional o Euclidea tiene limitaciones
por las formas encontradas en la naturaleza, como montañas, Iranjas costeras. sistema hidrográf_cos.
nubes, _rboles, etc., un sin número de otros objetos que no son Fácilmente descritos por la geometría
Euclidea.

En cambio la geometría fractal provee una descripción y una Foima de modelo matemático para
las aparentemente complicadas (ormas de la naturale2a; todo esto es posible por que la dimensión
fractal no es enter& como en la Geometría Euclidea.

Una característica propia de la Geometría Fractal es el de autosimilitud, esto quiere decir_ que cada
porción de un gráF_co Fractal visto inclusive con una lupa posee la misma Fo__a y caracte�íslicas  que el
' gráF_coinicial.
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Lu mb reras Ed itores Á _ geb ,a

''''__,_0'_, N___Ny__R__ '' '' n-i,''.
'__'' _lproblem0 d_ reso Iuer las ecuaciones al8ebr_icas h_ l'leuad0 at h0mbr_ de_de I_ n_mel_os natura/_s 0 los ___,_
''__'', . _ .. .'' , M
__'_ eni__S, _ OS _ClOna eS, 0 os nUmelDS IrraCl On eS y 4 SIStema Conp etO e Ds nUmeroS __a' es.
_ 'd,,,_, a1eJsl_ Iox Jx Leo o(_o_Dnec_ef el __mefc_rl_Code JoslVnd_mentos' deJ_na__J-_r_smodgmo dgsc__,b(._esra _,,,
'_,___'_ euDluci_n l___ y gr_du0I de la comprensr_n del si_em_ d_ númeras por el hombre. _abem0s por eiemplo, que '___i__
'_t_?''_,, no a_e njn___ _n nú. m.ero .re4I ':x"'' con la prop�ed_d  de ue___car.. _+ l _O; eI problem0 es _n4/ogo; _u0ndo ei '?__,L__
''_,__'''__, hombr_ n0 c_oc(a Ios n_meros enre_s ne.ia. rjuos;' s_lo contempl4b0 Ia ec_aci_n xt___9,_ eF n_mero -5 0u'n no _'___,_,
'____'_,_ tenja al_ún senlj_o. .. '. . _?'','0
D____'_ D_scutire' mos el sislem_ a de Ios númeIos complej_ s' î_' uje' n'' do est4s m�sm..  _s Ijneas, l_s de_iniciones y __las ____,,?
_____d'd sedanenp_merlug_r. ' '_____.___ _ __' '' ' '' _'_ '' ''' '_''L?
___0'_ Dem. astrar_mos d__pues com0 este sistem_ de' númeras es u_ n_ ext_nsF_n de/sjxe.ma de. J_ números r_oles. __''_,
_' ' la pnmer_ r_p_sentaci_n claIa % Io_ n_me_s co_pleios y l_ pnmera p_b_ s0l_- _aclm�  del teorem0 .___
. Jund_mentaldeI_(gebra(adioKarICaus5 (l 771 -J8S5_ensud(irt_ri6n_to_tenl __ Mterm'nonúmero
__ com_/eJ_o Jo l'nt_oduJ''o __us_'y Ja de_n_'c_'_n denu'me_s'' co_reJ_Dsiomopa_so_d_n__e_nu_me_s_e4Jesrue i___
__ usad0 por p�im_  Ue4 en ,J. 835 por el m_temdtjco ,ifIand_S _llIW' m R_n Hamilto_ lJ d05 - l 865J y Iue_o _,_
' Henn_n Crassm_n (I 8D9 m J 817J _xrendi_ est_ de�n___,  d_ los _tim_ comp_ios a l_ n _d. _s ordenadas __
_,_, de nÚmerDS reaIeS (XJ,' X_; Xg,'.....; XJ,' eStOS nÚm_iO_ hipercOm_l_iOS __J1er_l_an 0 l_ n__ COm. _leJOS y a _
_ /.os cuaremiones de y_milron, , ,, ,, , ,. '' _
'_0__ Los n_meros co''mple_os so_ de c_piraI jmport'anci0 en Á�_eb_.  En l4 teo__ d_ t_ funcjmes _n_/íticas de _
____^0_o una u4nable comp(eJ_,' los n_merDs comp IeJosiueg_n _n p0pel j___te en las ecuaci0ne_ _erencja Ies; en _.
''0___^^ooo los circujros el_ct_cos, osciloc, iones, uib__c(ones, fenbneno_. md_loronos, �n  --7os _cr_les 9ue es uno ___
_____^^o'oooo _e_amienla pod_rDaa as( como Ios d1rerencio Ies. ;__\-,

a. Eny_c_óN 0E- N_mEio com_ _ __ _O . ,

Un número compleJo es un par ordenado de numeros reales (x ; y) ; es dec ir x ; y _ 7R ; donde ''x''
es la primera componente ''_'' es la segunda componente.

Not8ción: _ = (x ; y) ; x, y ? _ Luego Formamos el conjunto de los números
"x'': parte real complejos; denotado por
"y'': parte imaginaja _ = ( (x; y) ; x, y _ R }

Es decir: _e(__) = x EJemplo8 de Número8 Comple_os
__m(_}--y _, = (3;7) _, = (-_ ;_)

?3 _ (O;4) _4 = (O;O)

0PERACIO__ DEnMIDnS EM _ . '

Sean los cornplejos EJemplo_

__ _(X_ ;1_) i Z2= (X2iy__) sea , _r2.3_ . , _r4.
^l-_ 1 / 1'2-_ ,
edeflne
I. Adición

?) + _2 = (x_ +x2 ; Y( tY2) e,ton,e, __, + _?, __ (2+4 _, 3+5) __ (6 ., g)

__ _ ?? ' (2_4-3_5_ 2_5+3_4)
.Multiplic8ctón -
__ _, �  (x_x, - y_ y, ; x_ y, n y_x,) _I _ _2 = (-7 i 22)
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CAPiTULO XIll Números comple)

Debe obsenrarse que la adici6n de números complejos; es ta misma operación de adición en V_
(ál_e_ra veCtOrial bidimensiOnalJ; la operaciÓn de multiplicación se distingue en _ yV2; en los numefos
complejos la muItiplicación ojgina otro número complejo; en cam_io la multiplicación de dos vectores
o_gina un escalar; adem_s la diferencia es que un vector tiene dirección; en cambio un número
complejo no tiene dirección alguna.

lG'UnlD_._E'_' _' MERQSCOMPiEIO'_'';. _.;'',, '''' ':_ ' ' '':'''"' ' ' _'- ''_''' /

DadOS ?1 ' (X_ ; y_J ; ?2 ' (X2 ; y2) ReSOlUC16n_

___,.',._.g,,. zf__-2 ,. S,iY5...6loSi ':x,,__x..2..,__'''''''_i__ ___Y2 ___,.___,__,, __=_2 ^ 4=X-3 _ Y+I_5-Y

.em _o. Deahí x= 7 _ y=2

sean __,-_(4 ,_y+tJ ,\. _?,__(x_3_.5_yJ __ X + _'--9
Calcular x+y si __ _ _,

RERRESENTnn6NGEom. hNGA.,{_1__. d__ Ga. _s_ ,, ,,., ' _' _' ,,,

La represen_ación se realiza en un plano, al cual PROPlEDADES: _ _,; _, ; z3 e _
lO 1lamaremOS ßla_O COm_le_O dOnde el e)e "X'' A_: __+_2 f _ (Ley de ClaUSUfa O CeffadUra
representa al eje de la parte real y el eje ''y'' al de Para la adición)
los imagina_os; a dicho plano se le denomina AJ_; __+?J_ -- ?7_+Z_ (Ley Conmutativa para la
''plano de Gauss". adición)A
3 '_ (_1+??J. )+_3 = Z1+ (_77.+_3))
, o (Ley asociaEiva para la adici6n)
ea _= X;y ; X>O _
: Existe un _nico (3 !) elemento _o de la forma
(O ; O) tal que _+_u= 5 _ complejo _
_Eje ___io (exislencia del etementa neutro aditiv_).
J P(__y) A-: Gciste un único elemento
i!-------------------------._' ' _, ___ / ,+(_,)-_, __(o. o) _, _,_!
';! _ (existencia del elem ênto invefso aditivo)
!_ ; M_: __ ?__J __ _ (Ley de ClauSUra o CerradUfa _ara
;! ; la mul tipl ic ac ió n)
! ;! M7_: __ _?. = _?_ _ _ (Ley COnmutativ_ _ara la
--o_-_! __---- ---_-_--_________-____--_-_ _ _- ____- - - ______'__,,___,_,_,_____ multiplicación).
j, _ EJe Real m ( j ( ) (Le asoc__a__
polo 3 ' ' t N2 ?_ - ?l ?2 __
i mUltipliCaCiÓn
M_: EXiSte Un ÚniCO (J_ !) z'__ de la fOfm__
Donde OP es el radio vector del complejo z'--(I; O) tal_ue5. _'= _ __?__.C(e__istencia
_ = (x,'y) del elementO neUtrO mUltiPliCatiVO)_
_ste un único elemento? l_ _ tai
S' _
l__l__ . ,,_
Definici6n= El conjunto __ junto con las ( ' ?. - _. ' N d ' _ V' Y ?_ F '
eXlStenCta el e elnerltO lnVerS
o_7erac iones de adic ión y multiplicación derlnidas mu_t__p___cat__
ante_ormente y las pro_iedades a mencionar D ( + _) +
' _ _)__ _3 -?l?7 N)?_
forman el cuemu de los números compl_jos. (le), d;stribut;_,a) -
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La dernostración de estas propiedades se número real 8_ obtenemos evidenternente una
hacen en base a los axiomas de los números correspondencia biunívoca entre el conjunto
reales (ver capítulo de números reales). considerado de puntos y el conjunto de todos los
Demostraremos únicamente A3 y M2 las demás números reales. Como aplicación de las
quedan como ejercicio de rutina para el lector. operaciones de Flnidas en _ tenemos:
(a;O) + (b;OJ = (a+b;O)
Demostran6n de A3 (a ; O)(b ; O) = (ab ; O)S e a n _
," (X_ iy1 ) ; _2= (X2 ;y2) i _3= (X3 iy3)
tal qUe (X_ ; X2; X3_ y1; y_ ; y3) _ _ O Sea lOS pUntOS (a;0) Se mUltißliCan en_ Sí
entOnCeS (21+_2 )+_3 = (Xt+X2 ;y1+y2) + (X3 ;y3) l_Ual qUe lOS nÚmefOS fealeS CO_eSßOndienteS_
= (X, +X2+X3; yJ +y2+y3) pOf lO tant0 diChOS nÚmerOS nO Se diferenCian en
También __+(_2+_3)= (X, ;yJ)+(XJ_+X3iy_+y3J nada _Or SUS prO_iedades al_ebraiCas de los
= (X,+X2+X3 ; yJ+12+y3) nU'mefOS realeS fepfeSentadOS OCdinaflamente
Se ObSeNa (__+_j)+_3 = __ +(_2+_73) POf pUnt05 de Una feCta; _Of lO tantO COnClUimOS:

Demos_a_ón d_ _ (a ., oJ __ a 6 (a ., o) -_
Sean_
f _ ( X(; y_); __ = (X2 ; y2) ; (X1 iyJ iX2 ;y2) C _
entonces EJem_IO_
_? ,___ -_ (x, ; y,)(x, ; y,) = (xJx, _ yly, ; xly,+y,x,) Al Paf l2 i O) le COrreSPOnde el nÚmerO real l2
t,mb;é, __, _?J _ (x _�)(x,  _y_) Es decir (I2; OJ = l2; an_logamente citamos
= (x,J- ; _2 y,_ ' ; x,, + y,_J algunos ejem_los:

" (X)X2 - y(1J_ i X1 y2 + y, Xj)
(propiedad conmutativa de números reates) ' 4 i O =
_?,?2 _ (a+b;O)=a+b
._. __, __, _ __, _, _ (I ; O) = I (unidad real)

Definición; El sistema de los números complejos i, n _ T E o g E M A __
representa una ampliaci6n del sistema de los '' ' -
números reales; bajo ciertas condiciones, con , _F'_ i Z = (XiY)
este rln veamos los puntos situados en el eje de _,_____, (x _ y} '_ _ _ se cum_le r5 = (rX i fY)
abscisas; o sea los puntos de la fo_a (a ; 0);
poniendo en correspondencia al punto (a _ O) el
rueba
r_ = r(x;y)
= (r ; O)(x ; yJ; erectuando la multiplicación
= (rx-oy ; ox+Iy) = (rx;_)
.'. r_ = (rx;_)

CANnDAD_ l_GIMARlAS : .. ....

Son aquellos números que resultan de De todos e/stos el ma_s __m portante es _. , a_ cua_
extraer una raí2 de índice par a un número real d . .d d . . .
, enOmlnaremOS Unl a lma_lnarla, CU)'�
ne_atlVO. '
notación universal es i _ - l
Asíporejemplo
,_ .2_ A_liCaCiO'n_
' ' ' _=_=___4i

_ __ _vt_ =vti

334



_____ ________________0______0___________0___________________00______0ll____,lll)___tt___o______________o___00o_______0lllp___l_____0_g___l_____o____ll___pl_gm__J___t________________(__________t__l__0_000___00____)__________(____________o____ol________)____________________l En___geneoral____l_+_Jn____23l_9_tt. ll _llt _z___

CAPlTUlO Xlll Números compIejos .

uNtDnD __GlmR_'& 'd ^'_ ... ''' ' ''' '' _,,_, - ,,
El número compleJo (O ; l) es la unidad imaginaria; tiene la particular notación i = (0 ; l)

'' .,.''' .. .._EOR''E_._.. ,, TEOR___A

_', j-=-l ; i�(O;I)  _y___ (O;y) =yi

Prueba Prueba
i_- = (O_l)(O;I)=(O_l;O+O) yi = (y;07(0_l)
= (-l;O) = -l = (O_O;v,+O) =(O;y)
.'. i' = --l .'. (O;y)=yi

Po__c__ EyTE_'''__ Lh UYIDAa. I_lMANA
Estudiaremos el comportamiento del número i"; 4_
v n __ __, teniendo en cuenta la siguiente P0f lO tantO i _ l
def_nición:
__'0d-' '__o__''_:_,1_____ _ _ : g??1ii_
_'_'''o'oo0_m__,,o,,d,,,,,,,,,,,,,0,, ,,,,,,,,,,;',,,,,d,,, ,m,,,,,;:,,,o,,,,,,,,,,,;';,,,,_';'':'' ,,,,,,,,,, :,.__..,..,.b':,:;,.,..o..,_.....,,,.,.,,,a..,.,.,a,,..,...... _____i0''"'' Luego deduc_mos que

tl_ _J+l_ N__2 _J_3_
l=l l =l ;l '-- ;l __
_2
.,3 __ __2 ,_ __ _l_ Generalizando
N4__2 __2_ _ _ ,
-'-- '- _r1+k__ _k__
_5__4N_ i l =l j
_,6_ _,4 ' ,_2
, ,'3 EJemplos:
i _l .l =_l
'8__ '4.'4__ _ .2_ _._+_ _
i9_ i'. i= i
NlO___8 .2__ _ .
___3 ___ __ _+__ ___ _ __
i =i.i=_i
__2___ ,8 i4
_8_ __ ,_, ì+_ __ t,

Se obseNa que las potencias enteras de i se Luego se deduce
repiten cada cuatro veces y sólo toman uno de
tos cu_tro valores i ; - I ; - i _ 1 _. esto merece _N - ,j - k _ l_ _
una especial atención.

PR0PlEDADE_
Se observa principalmente que: ...
NJ_7. __8__. _l12__.
_to implica que la unidad imaginaria elevado a _t __ .._. ( _ _ )_ ,_ k . _J _ ___ -_
_ múltiplo de cuatro es igual a la unidad.
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Lumbreras Ed itores Á __eb ,a

EJemplo l EJemplos:
._G8J N.527
_2
eSOIUCiÓn_ '
Se obse_a _ue R_olución:

4683= 4+3 i2'2 = i__ _

--527 = -(Q- l) = 4+ l 2 H __ _ _ d .s_-
. aareVa Ore 2_--_l
''3 __ R_oIución:
_ i + i = i ' + i ' =" i + i= O seobseNa ue
EJempl02 ss5 ^ ._+_ .
_ r _Nqg +_1�  +_g = ' __=l =l
Resolución: 3 3 3
_ 1g J8 __Jg 3 Determinar z _ l. 3
-' - ' 2
_l�  l7_l7_
-" -- ReSOlUCiÓn_
luego S=l-i+i .'.S=l 3 o , o ,
3J' _ (4 - t)3' _ 4- _ = 4+3

_ __q.i_ _
. +__ _3 +_q
_,1_ +.__+_ +_qh+2 _4k+3 o _ tc z 4. Sim_Ii FICar
.l l l +l =; f
__h+ _lh+1 + l_k+__ + __k+3 _o. y _, z VV _- i 2! + i J! + i J'' _ ..... + i l20''
Re8olución:
i.0,,,,_,, El factorial de n siempre es rnúltiplo de
___''_'__'0_000___a0_,O____',___;^'00"__"'_'_'a___0_____00___9__,___'P80O____'__,a__'___'_____''0__0__i'____'_,''0 '___'__,''_ CUatFO _ n > 4
__"'__,^i0___'__,0___^___a_._ _ ',__00__'__',__,_"_,_'''__''__ (Por _ropiedades arilmé_cas) ____.,_d__,o,,,. _ _
_^'_,,o,, vv_ N l2 + __6 + l__ + ___1 + , __ q
l. 2^_4:_,_nr.._;n\,2 iR_^ _-V
_,__,.'0,,'_, -2 l l7
o o ___'0'0^'_ W=-2+ll7_ll5 .'.W_ll5
2. (Q+r)'=Q+r";VnrNr__rc_,__0_''_ __

fORMA CA_ESlANA O BINÓMICA DE UN C0MPLUO '

EJemplo:
TEOREh_A Re resentar en forma b__no/m__ca o cartes__ar_.' ' _ '
Todo númeco _omple_o _ de la ro_ma_ _ (__ ; _'_) es cada uno de los siguientes núme_os co_np_e,ic_ _
_'___,. posible escribirlo como z = _+)/i dados poF sus componentes.

._ _t = (4_5) = 4+5i
eInOStfaClOn;
l5 l5
ea ?=(x_;y _ X_yr-1_ z_-_ -;-- ---i
pg,o _, _ (,,;y) -_ (x;oJ + (o;y) 3 2 3 2
Por derlnición (.K;O) = x ( )
, _7_= _6= -6I

.', _ -- (x.y) =x _ yi 5J _ (O;_5) = __- j
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CAPlTULO Xl l l Nu_meros comp_e)_

nPOS _E NÚmEROS COMR_, _OS' , . --

Lueg_ de algunas de F_niciones necesa_as Ejemplo 2
tenemos los tipos de complejos: sea W _ 1o+ 12i

w = IO- l2i
- CO__le10 Real O PUra_e_te ReaI-_ _ _
, t W'= -IO- I2l
aqUel nUmefO COmp elO qUe CareCe e a
ßa_e ima_inafia; eS deCir SU parte RepresenEación Geométrica de ? = (x,_y), de su
imaginana es cero. conjugado y su opuest
Notación:

__o,.2 _(x_,;0) __,,,x''__''''':_ _x__ ;, EJe____l'

_=: __.______._______Z--_+yl
2, Complejo lmagtnario Puro,- Es aquel =3 ;'
número complejo que carece de la parte ''_: ;!
real; es decir su parte real es cero; además _"! ;
su parte imaginaja siempre es diferente de o '__ _
cero ''''_' '_tt '__"'""'''''''''_"''"'''' ''''''' _'. __''''''''' '' ' ''' '_'' 't ;' '''''4'tt'. '''''''''>
' ; ! ; Jee
Notación: !, !_... ;!

z_-___y)--yi ; Vye__ia)_ _! ;'''_ ;
' ''"" _ _c 9_ '' '' ' '' _ '!..... ... -Y''_,, !!
Z---_-yi _''! 1=_-yi
1, Comple1o Nulo,- Es aquel n_mero -
complejo que presenta la parte real e
imaginaria igual al número cero ; es decir las
dos componentes son nulas. PROPlEDAD_= _ ; __ ; ?__ _? _
Notación:
i_,n__Co__o)'_c_^^0_,, l. _=_a_eSCOmPte70fea1

2. ?=_

DEFIMlClONES 3.. __ _ __? _ _' _ ? es comp_e__ imagin_ri
l. Dado el complejo _ = (x;y) = x+yi se
_eF1ne el conjugado de z denota_o por ? ; tal 4 , + -_
_ue
- 5. ___=2ilm(2)
?--(x; y)=x--yi
6. ____2_____,
2. Dado el complejo ? = (__;y) = x+yi se de F_ne
elopuestodezdenotadopor? ;talque: 7. ___2 _ z_ _

?'_(-x_-y)=-x_yi __ _
_l _ _I
t ' ? _ ' ^_ '
^_ _2
Sea ?=(_1;_5
_. (_?n)_(___)'' ; _n_N
? _ (4;5)
' __-_ (-4;5) lo. (''_)_n_ __n_- N
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Lu mb reras Ed itores Á_geb,4

o_ERAt1o'__,,,._., _/LA.F..oRmn 'B, ____cA o cnRTES_m' ''..._._._..._ ,x __ . . ' , '
Sean lOS nÚmefOS __ ' a+bi _ _J_ " C+di, ,.,,xo.,,.,,,.,,,.,,,,,v,,,,,,, _'___^^'_
se de Flnen las siguientes operaciones: _____^_o0 '''_______o_ '_ _____ _____?o ' _ '__' __''' "'_ ''_'''' ''''_''' ''_'''''''_''''_' _'''_ ''''_'''' _'__''_ ''''_ _' __'0'__''d''0''' __'_'0'0_''_''dd'_ _' _''.'__'__ _'___0_dd_'_'_d.''__ _'__ 'd'D_ DD__ dd DdD_,
_',,:.._:_:_;__...___,_;_...;.,_,.'_,,'^___,__.'_,____._''_.._''__'''_'''_,0''._,^''_,'''__,._''_',._'',._^:,. _ '''_'___
AdiCiÓ_ de n_mefOS COm_le_O_ sj recordamos la dennición rigurosa de la __D__,,,0'_,,
Dados los números complejos: __, _2 multipticación de dos complejos como par _D'''D__',''_,_
se _'ene_ __f + _?, _ (a+bi) + (c+di) ofdenado, tenemos: _,,_0:'
_t _2 �  (a;b)(C;d) = (aC"bd; ad+bC) __''_,,'_D,
a.d_''_'''i''^'''''''_'_"_''i''i^''i'_'_'__'_-''_'i_'_'_''__'_'-~_''"_i'''__'_^^"_'_'_'_''_''_'''''_'^_^i_'"^^"^^'_'_'_____ii_'_______'___,.?.,. y Io expresamos en forma binómica __D__o'_.
__ |_''ii. 2_t_2 t.... a+C t btd I _'_'i z z,, -_ (ac_bd) + (ad+bc)i __''_,
_' ''___ _ a'-_'0'_'__0Do_"'_0"'__''____' _ -_ _"__'__d_'___ ' _' ___ __''D_______'__''____'v_ __ ' Llegamos al mismo resultado, es decir la de F_nici�n  __0_.__._.
EJemplo: t esbuena. _,,'"_,o,,'',_.S
ean ' ''_' _'_''__ ____0'__'''"___0__0__0_0_____-______ '__-'-'_-_''____'a- _'0____'_'__'_'_ _'__''__'_'__'_'_'_'_'_'______0_0__00'_0___o__'-_ __-' ____'___0__'_d_0''__-__'__'_'_''_'_-'_'___'0_0__o______'_'___-____0'-__i__' _'_____-__'_0 0o00_0_0_'_'_0''_'_' '_ _0___'_ _-_'_'__ _'''
_t ' 3+6i _ Z2 ^- -4+7i EJemp_o_.
' Z_ + __2 �  (3- 4}+(6+7)i Realizac las operaciones indicadas y halla_:
_ _ _ ' _2 _- ' l ' l3i _ _ ( l +i)( l +3i)(3"i)
Resoluclón:
sust,acción de numeros comp_e_os Corno la multiplicación de números comp_ejos
Nos t tiene Ia propiedad asociativa no interesa et orden
_I,_2 . . .
en Clue se em_leCe a mu tlp lcar loS faCtOreS._ _ -
'_, a _ Y _ 0 ' ' '''__ o ' ' ''', 0 ' ' _ ' ' ' ' _ O '_ - ' _ : ' ' = _ ' ' _ i ' __ 0 ' ' _ 0.; ' _ ' 0 ' ' P ' ' ' ' ' ' ' __ ' ' ' ' ' ' _ _ ' ' _' ' ' _ _ i _ _ _ _ _ _ i _ O,. _. ' ' _ ' _ ' ' ' ' ' ' _ ' ' ' _ ' _ ' _ ' ' ' ' _ ' '- i ' i ' ' ' ' '''_ _ _ i ''_.. Lue,o _,e t.,
''' _'"_0_^_'_'^'^'^"'P'"i__^_''-' '-_''^'^_"'''o_a''''_" _'' _''''''"''"^'''^'"^'^''""_'P _ = ( l + i)( I +3i)(3- i)
Ejemplo_ _ _ (_+_,) 3__,+g___31,_ _ _+__)(6+g__
Sean ?_=6+2i __ _J_"-3+7i v
_ __ -?2=?_ + (-_2} = (6+2i) + (3- 7i) _ _ 6+8j+ 6j+8j2 = -2+l4j
�9-5i  ... __ __ _2+_4_.
__ Z1 _ _~2' 9 - 5i
Divisi6n de números comalejos
MUIti_liCaCi_n_ de n_merOS COm_Ie_OS sean los números complejos ___ , __2 pafa erectuar
DadOS lOS nÚmerOS COm_lel05 __ t ?7_ __
se tiene _?_ __2 _ (a+_i)(c+di) la diViSiÓn _ habrá 4Ue mUltipIiCar a __ y ___
_ (ac+ad__ +bc__ +bdl_2\ __
= (aC-bd) t (bC+ad _)i pOr _2 COn lO CUal Se Obtiene

d.,,,,d.,....... .,, . ,..p....,..,....p..,...p.,..o,.,.,,.. ,... .,.,,,,,,.,,...,,..,....,.......,.,.,p.,..p ,..,......,,,.,a,,,.,0_,...,,......0.,..,,.,...,, .._.., ?_ = a+bi , _2 = c+di
__ _'__,'''_,,,_(2_a_(aC_'_)+(bC_ad)i_''''...i,_,..D ?_ a+bi (a+bi)(C_dj)
'_'__o^_'_'''''_''_'''''i' "'_''_^'0'Dd_"-'i_'''"_''''' ''_'"'^^"^'^''"'"i'''i''''''i '''i_i'i""'^00^"''' '''''' ' _2 C + di (C t di) (C - di)
EJemplo: - _(ac ' bd! + (bc _ ad!!
_ .,_2___. c_+d2
_t- ,'2- _
' _1?7_ ' (3 + 2i) (2 - 5i) = 6 - I5i + 4i + lO _?."i'___"_''''''' ''m_'''D^^_^^_^^^^_^^^^_''^_'__'_''''''_'''_''___"_^_^^_'"'^_'_"^'^'0^^_^'^' -'____D__0''
__.a+i aC_bd' -ad '_''_
'._ =_._ __i_
. __'_'__c+_ c2+_2 c_+d2 _iii''__
ue_o __ _,_ = l6 - Ill 'i_'_,.,,, ' ' _ ,.,_,__g__,__
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CAPITULO Xlll Números comp_e)

_ EJemp-lol g+_5i 3+4i _36+77i
5+3i2+i l7 5 85
ectuar ?=
2-i 5_3i
.'. _?__-+-i
_esolución: 85 85
En este caso podemos ordenar en forma E.
co nve nie nte, enlonces
1
_2N - EfeCtUarW=
7__5+3!__ (l_3i)(i-3)
5-3i 2-i
Efectuando en el denominador, tenemos
(5+3i)(5+3i) (2+i)(2+i) i i l-
_ _5 _ W=__-=-
_3l 5+3l 2_l 2+l ___3_3i2+gi 10i 10

16+30i 3+4i l
--_ _ ' W_-
34 5 1o

___c_nc_6N ' _ .::::,:': .. ''_'''''__':_, ..

La potenciación en forma binómica tiene Resolución:
muchas limitaciones; por ello se utiliza cuando EFectuando por separado
Ias potencias son peque�as.  _ + _ l ( _ + l_ )2 2 __
-__=-_i ;
l-i (l-i)(I+iJ 2
EJemplo:
_ li2 Ji
Efectuar -=_=-= _ _i
., 2 I+i (I+i)(l-i) 2
+iJ-=I+2i+i �2i
_4_ _+_2__ 2_2
i2_ _2i+i2_ 2i
_q _2J __ _S _9 __
"l = +l -�-l  =- =l -l �l-l=
.'.W=O
_4_ __ i4
Resultad os i mpo_antes=
_a_ _ . __2__ _
E'emlo _3__ ' +i . 1_i3___2il i
Reducir '____ . I_i4___
.5 _9
w___!l +=l l+i . . 1-i___.
l-i I+i 1-i ' l+i
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Lu m b reras Ed i tores Á

8ADlCA_Óy E_ _ '__'_ '_ x,; _ __ '. ' _ _ ''- _' _' ;_ ' _ __n.
En la forma binómica_ s6lo estudiaremos la En Fonna anáIoga se obtiene
raíz cuadrada; en Forma general lo estudiaremos
más adelan_e. 2 __ -X -t X +Y.. ... N_
2
_EFlNIClÓN
La raíz cuadrada de un número complejo _ Nos _N
es un número complejo w tal que W=_.
En base a la raíz cuadrada de números x + x2+ y_ _ x + x2_ v2
reales ositivos robaremos ue la raf2 cuadrada a ' t ; b _ t '
' 2 2
de un número cornplejo siempre existe.

u T_o_EMA _ Pero2ab=y
_ Dado z e __ 3 w e __ tal que: _ _ _ entOnCeS_ Se tendra lO S__U_ente
_
0 _0'___ _cc Sl: 1>O q a _,b tienenelmismo signo
DemostF8ci6n; Si: y<0 q a _ b tienen signos diferentes
Dado:_=x+yi ___O
Debemos hallar: w = a+bi_ tal que W = _ Por lo tanto
Esta _ltima condición plantea la igualdad
_ 2__ x + i __
EFectuando y ordenando el primer miembro: c y x x2 2 sn , x xa 2 i
a2-b'+2abi_x+yi _W-__+_ '2' +'(_)_'2_ i5
lgualando las partes reales e imaginarias se tiene _ , , , j_
_ b2
el sistema _
ab �  y donde (_) es el si no de cc _1

Y en _a pr;me_a ecuac;_
2a EJemplo:
2 Halfar la faíz cuadrada de 6_gi
a -_=X
2 Resolució
. _ J A_liCandO la FÓrmUla a_teriOF
O qUe Se COnVlefte en a ' a-- =
_endopa,a a2 se_,_
' _, g. + 6+_62+82 -G+_62+8'- ._i
+ x2t 2 ' l''' ' l'
a2 _--_- '
2

pero a' >_ o ; entonces se debe tomar = t(2_'_i) = +-_(2"i)
2 2
2___X+ X t __
2 .'._6-__' _ t_(2-i)
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CAPITUlO Xlll N;me,o, compfe)

mODUlO O VAlOR ABSOluTO DE UN'' N�MER_  CaMP. L_. O ' '' '
Dado ?=a+bi; el módulo o valor absoluto iROiIEDADE5
' de _ eS un número real no ne_ativo denotado De la deF_nicjo/n de módulo se desprende tas
por f__l;talque lzl =_ Si_UienteS PrOPiedadeS; Sean _? ; Z_ ; __ _ _
entonces:

_i_..,. EJ e _g _' io .,.0.,,,_,,._,_-__ __'__'__'__-__' '__'_'_____0___d_____ __'0_'__'__'_ '__'____ '_'______'_________d___________ __._____. _______. 0___0 0_'___0_____ _."__0__0_B____0.____0'____0_o_______0__8_a_______'____0_8__8__'_____ i_____ ___ ____.____ 0_____0_8_0__ 0______________00__0____0__8_______0_____________8_______8____0_______o_______T_ __0_0__0_-___0__ ,,0,..,o
ti__._.___,_','_.: ,_. .,.... _.. ...i..,,..,...''., 'l.2:..t 2.0; _.. t._f__Q .__ __(o;oJ. _,
b -.-----.-----.-.-,(a;b)=a+bi _,_''i__.g,,__::;''.:__.''''_.':''''':''::__''':........ ...''''''''''.. __ î_ __. _.,_ .. _ _.,,
!, _i.__,0__,_.___'_...':.::'''.:._,.::_'''':''''..:::_..._.:.3.',___,_ __ __ _._,
, 1__ !, . _000_.,, _,,,'__,,D..: .... : ; ; : :;:..:..:__....':..... ''' :;'. ; .. ': :...g. ;. ,. __ec2. )f __ f2l:_'_, f' :: '_ ':_m(5. _) 5 _, _ _ _,,
t, ; _0____'__,,,,'P,_,''''.: .,':''_'''.._'''' ..5_:''.....''...l__2, tt.2l ._. l.__.1.1 l.Z_i.. .., ..... ... _o.
_ ; ^___''0,__o__ _J 2_'' . ' ___'_
!_, g ; _'________ ''''''' ''''''''''''. 6. ,_ _ ; '_''z2 __. ('0;_J __
! _, _''_0^'o__D,' '' 22';_''' ._..._.... .. ' ' ''..__.'_::''' ____oo,
o a E_eRe_ 8oo^'_0_oo,,.., ''';''''' '._. 0_^^_0,
___o_..'i__,'.,_...' ''''' ., ,.1': ':.._z'n._,__?.l___ _ _ m.e'''_'__:'_,_........................... _,'_,:

Geome/Lr_camen(e, el mo/dulo nos ______,_''''__,,,^o_oo' ___a____.o,_,',_v__.. , 8, _ _ n_.:i'2, _E_...,,,_';",:;''_.., m_ e N _ n22 ^''''_^^'__'
_:____________'^___^_^_^__R_'^__^__________'0___.______'o________'__a____o__a____._________0_'_,_0. ce Pcesenta la maenilud det cadio _______^'0'_',DD _a_e,_'?_0___._'' 9_ _.2J''_'_2l _'...'fz' ,_'l:4l.z_2l ___
,_?;,..'''__,::_ Q_''.,:;''_;._;''_.:__._''_,:_' vectordelcomPleio _deori_en(O;O) _____'^_,' _______'__ _o ' _ .., _ _''z , &
'''''' ''''' '' ''''''''''''''''''''' ext,emo r_nale_ ar_'ode _. ^_8,_.'0_,,,,oo __g__,0,0_0o,,_ ''''' ''''''_ '' ..'''... . ''^I:'' "2 ' - l _ _?_ _
,.. ^ '_.,._, _ i ' ' i'_B_._._._._._,.,_,,., ,.,,.,9,o,_,,09.,_, ,..._.,_..,..,9__,,.,,.,_,.,_,_,_,,__,.0_,.,,0,_,, ,09,,,,,,0,0,,,_,_,,,,, ,,,,_,__,__,.,,9,,,09,9,0,,0 ,,9,,_,_,,0,,0,,,,,,,,,_,,,,_,,,,_,,v,,,,,, _,_. ,_,0,,a.iW___a....,o,o0., _,oo.o, o.,o,..,.,, , ___s.__ _
Demostraremos 8lgunas de las propiedades:
IemßlO:
Hallar los mo/dulos de los sigu_entes compleJos _. l 'l'2 f ' _- ('l'2) ('l '2
l. __ = 5 + 4i =(_1 ??J)(_, .z_,) _1_'tt2l_?,l2
2__2=l-i .td t t_
Ul an O eXpOnen eS Se lene
3. ?3=_5
_ l'1?2l -' l'1 ll'2
5. __-=-3_4i
7. _^ = ? .? ._. ....._
Resolución:
_. __?, _ _ _ __ _ (Def. de expanente natural)
Tomandomódulo 1?'l = l_ ._ ._. .....?l,
2. l'_.l -- mI2+(-I)2 __ u,ando_ap,op;ed,d 5
3. l23_ = _(_5j2+ o2 -_-5 l'^l = lN?l tzt lN?l ________ l?t ;nveces

4. ___q___o2+(_-6J2_6 '' N ' _ __?

5. l5sl = _(_3j' + c-4_2 _ 5 9. _N?_+_,_2= (_?_+_,)(___+ ?, )_z_ +_,)__ +??,)
2,z - 2
i_i.,.._. _N1 '_12+?2?1+?a
_a:be_ _''_.'i_,.ii_..
________,,,,_,__,,,'_',_,,,_,,,'0,,_,^_,_,_,'__,_'^__^'___'______^v_'____^^'_________'_'______________________',____,,'_0___,.._,_,.,,__i,g____o, z �  a % 1 z 1 = 1 a l ___''?_o_'' _ _ _ _ _
,.:_'''_.,__,_._...,..:__..:�...;_.,'::_i.,.__,:.'_.._'_::,'':_  z__b; _ lz1___b1 ___,_,,D_,,, Z_Z2+ZJ?2=2Re'1_2 __Re'_?2 _?_?2
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Lu mbreras Ed itores Á_geb

Entonces
I__ +_,l' _ I_l l'+2_e (__ ?,) + l_2 l2 _ I__ I2 + 2 I_, l l _, l + _?2 l2 _ ( l?, l+l_?, l )2

2 < _ + z _ . uitando ex onenEes se ti
l 2 _ _l 2 , N1+2 __ __

FoRmA _olnR o __Go Nom__GA 0E uN .N_mE_o com_. L_. o

Sea _=a+bi unnúmero complejodiferente _,_,_''ii_'P''' ''''''' g''''i'___i
delnulo. '_''0''_0o,,0,,,,,_,,.0,,,,,,,,,,,,,,.,,.,,,,,,..,N... ,,..d.d,.,..,...,,...,,,.,,,,,_...,.d._'__
_decir l?l_O
EJe___._0_-_, j Conociendo el afgumento prjncjpal de _
denoEado por Arg(z) podemos generar o Lros
=_+YI . ,
----------------, CUya nOtaClOn eS

; ''',_'''_.__'_, a_l2) = Arg(?_) + 2kn _'____'''d?_
l2l ! ''''''''-'_'___,_._,_,_,_,_,_,_,,__,d_,,__0,,_,B8,_.__8,_,_.,_,,8,.,_D,,,_.,,,,_,,_,__,_,.,_.,_,_.,.,_.,_.,_,_.,_.,_.,,,,.__,_,_,_,.___,____d__d'"''d'
:, Y K=O ;+_1 _, _+2 ; +_3 _ ...

0 _ _____,,i
' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ß ' ' ' ' ' _ ' _ _ _ ' _ ' " ' __ ' ' ' ' ' _ _ ' _ ' " _ ' ' ' ' ' ' ' ' ' _ t t > ''__^_^'_,'_,_D^'_,,_,____,__'____'____' __'i0'_a^____i._'_,_' ^''"i____'_'_____._,_.___o_,_o__o______0__',,.____,_g_.i__,,__.?__,,_._..._a.__,_,.?._.._. __'0____",o'
E_ e Real ____^_____,____.___ '_' ':__=0 i '___=____=_,__,___'_.__.a_,__a_____,___,. _i,?_.
_ '_ __,,,.,, ,,,,,,.,_,,,,,,,,,_. ,,_,'''' _,,_ioo;
Dela F_gura x= l_?ICos0 ; y= f_lSen0 _ A_ a, gu m e, t o d e, AF g ( ,) t e m b., e/, s e _ e __,___o,,,
Donde Tgg _. _Y ., denominaamplitud. _..
X
_x+ _. __ , cosg + , sengl. 2. Elargumentoeselángulogenerado_relradio ''00
vector al girar en senlido antihorario desde el _.,
...................................................,..,....,..................,...................,,....,,........d.,,,.....,,..,,.,,,,,,,,,,,.,,,.,..,.,.......... _... eje real posilivo hacia un pun(o cualquiera del
i_ ''__._. radiovector.
i''_,ii..'__iii.. .'. _ = l z l (Cos0 + i Sen0) i_l.,iiii
.,,..,..,..,.,.,..,,..,0...,...,,.....,,,0,0,.0.,0,0,,,0_,,,,0,,0,,0,,,0_,.,,0_.,,,,0,,,,,,,,,0_,,0,.,..,...,,,..,,...........,.....,...,.,........,.......,,...,.,....,...,........,.....,,.,...,..,,.,.,..,0o.0..0.,.,....0,0.0,...,.._d,,.,,,,,.0.,..0,..,,..,,,,,,,.,,.,0,,0,,,,,...,,,,..,,,,.,,,,.0,o,,,,,,,,,0,,.,....,......,,..,.o....,.,......,,...,,..,,,,,.o.,,.,,,,,.,o.......,,,,,,,,,,,,.,.,,.,,....,.,.,....,.......,,..,,.,,..._..,,.

Ejemplo l
Es la representaci6n _ngonomét_ca o polar Y_
de un complejo_ donde al ángulo 0 se le !'__
. _+i
enOmlna e ar_UmentO de _ denOta O pOr lf------------------.
Arg(_); esdecir :;.'!. =.
Arg(_?)=0 _! _2,_ ';

Se obseNa que 0 puede tomar inf_nitos valores ;
como ; g ;0
1 = 0 ; 02 = 0 + 2_ ; 03 = 0 + Q_ __________ _ -_-___ _________________________-_----------_ _---_-_--_________--_-_____-____ __ _ ___ _ > x
para evitar este problema se da la siguiente
de Flnición: Hal_ar _a ro'_a __ar o tn_gonome, t,__
2_= l+i
_guInento princip8l de un número compleJo Rg,o_u__6n..
De todos los valores de 0_ elegimos aquel
_ . >. ' Z_=
O<_0<2n__ a dicho 0 se le denomina argumento _ _1 __ t _ o
principal, cuya notación es: l
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CAPITUlO Xlll Núme,o, comple)o

Luego z_ = l + i = _ (cos45o+ isen45o) RePreSenlaF en (O_a POlaF ?t = 4 - 3i
_em plo 2 Se obse_a que 0 _ TV
,, lZtt = 5
'PP' T g 3
_l+vt3i,.._._.______._._j_3 _ -- -- ' 0--

; Lue_o __ = 4-3i = 5(Cos323^+iSen3230)

; 0 También se puede definir el ''D0_'0_.
_ o __^''____^__'__._,_,. __._:_,__,__'____,_,_,___,,__,_,_,,__,,__,_,____________,,__0__,____,,^'____,,0,,_,,_,,_,_,,_o_,'_, argumento prjncipal en et inte1valo '_.
..__.. ;_ _,d __,_m, ___________;__'_..___ <-_;_I,esdecir_ __<0__;_rettono ___'.
- 1 X ' ' '''''''' ' ' '" ' ''"'''''~' debe ser exlrano si consideramos en _,.
t algunos proble mas. _

Si 2 = - l + _3i
_ntonces TEDR .EM_
lZl __ 2 D,dos los nu/me,os com le_os no ,ul
_ g _ o z = 1zt (Cos0+iSen0)
_ -- __ _ -- w = 1wt(Cosa+iSenK)
Luego s
eVerIrICan
_ _ _ I + _i = 2(Cos l200+iSenI20o) l. zw = 1z l 1wl (Cos(0+a)+Sen(0+a))
2 _ __ 1zl (co,(g_a)_. ;sen(g_a)
. ' w lwl
Para calcular el argumento principal _,__
de _ se debe obsenJar en qué ____a__
__8_,_^'__,,__,,,,,__,,_,,',,__,,'_,,,__,,,^__,_,^^_,,,,_0_'^_^'^^,,^^_^a0__^_'_a^'^_^^_^'^_^__,^'__,^^'_,,'___'__,__,_^_,,'_^^__,,^^'__,''_,,^^'__,^',,,^^',,^,_,^^__,_,_,'__'_,,^___,_,__^'_,,^__,^^'_,,^^'__,_^_,_,^__,__,^'_'_,,_____,,__,^'0,,,,^^_,,^^'_,,,_^''_,,,0^'_,,,,^^'__,,^^'_,,,. cued,en_e se encuentre el eF_)o de _ _r,_,, DemOStraCiÓn
___^^__^_^_^^;^^_^^__^^,_:^?..,,,, __A__^:.____^_'____':_,^____^^_' y luego catculamos a pactir de _D,_^_^' l. _w = l_t ._wt (cosg+isen8) (cosa+isena)
b ___,_,,_
a ___,____,': = l?_ Iwf _(Cos0Cosa Sen0Sena)
_____ ____o__,___ _,_0__ ______8,_______ _____, ___0_____D_,_0!,,,____,0,,_00n, 0n_ ,,0_,__,_ 0_,_,_,__. _0_0,___n_0,0,_0,_0,0,_0,_,0,_0,0,0,_0,0,_0,0,_0,,,,,_,0__0,0,_0_,,,___,_,_, _0_,_ ,,,,,,_,0n__,0n0_8,,___0_,__,_,_ ,___ 0_0,,_0 _0,__8,,_,_n0_0,_,0,,_,_,_,,,0,__,__ 0,0,_,0,_0_0,_0,_0,_,,_,_,,0,_0_0_8,,__0o_0_,__ _,___,____ __ __ + i ( Co s 0 S e n a + S e n 0 Co s a) I

EiemPlo3 = 1z l Iwl _Cos(0+a) + iSen(0+a)JY _

,_,_,,,,..D 2 ? _ !,_ ; Cos 0+ i Sen 0
!_ w _vv_ Cosa+j Sena
'_,::: !_ _ l (Cos0 +i Sen0)(Cosa_iSena)
'_:;: 4 _, !., w _, (Cosa +i Sena)(Cosa-iSena)
';;; 37o ; X
:_; s !, ;,at (cos0cosa _ isena cos0
__ ! 1nr' cos2a+sen2
:!. ; ' i

-3 ''? -- -- -- -- +--- - - + -N+ - - - - -!
!; 4-3l isengcosa _ i _sengsena
''', +
_a + sen2
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Lu mbreras Ed itores Á_geb

_ _'-_!'Z!! l(cos_cosa+sen8sena) Entonces 2 = 2_(Cos5_/6 + iSen5_/6)
'wl,
' + ;(sengco,a_,e,acosgJJ También lwl = _ ; Ar_(w) = _/4

Entonces w = _(Cos_/4 + iSen_/4)

__!!, _- f cos(g aJ+_.sen(g aJ Como nospidenelproductoyelcociente;de __
_ w _, W _ hallafemOS los _f_umentos:
5n+_ _ l3._
6 4 l2

O_C?USI Ó_''_'''''_ ____,__ _ 5_ _ 7_
__9_--___--_--_._______'_;___ _;__.,;;__-_''_:'_ _:_____-_--i _''_. Ar_ _ = - _- _ -
^_^_'_^_'''_^'_"''''-'-'-''''''''''''''_^'''''_^"'-_-''' _'_____,_;''_.._i.. w 6 4 l2

l. Para mulliplicar complejos en la forma _lar se ii_..iii'__. lue._o
multipIica los módulos y se suma Ios _'_''_
___^__ I3M l3Tc
_ _8_'_ __.w__ . OS_+le_
0_0__.^''0o,..^', l2 l2

ii'',__ l3n l3_
.. . iii_'', _2 CoS-+iSen-
. Para dIVldlf COm_lelO en la rOrma _Iaf SR ___i'_,,_..,
dividen los móduIos se resta Ios argumentos. _,_,,'__,^'_
, __R____,._'_ ? 2_ c 1_ . s 7_
ar_ = _ ar_(_)_-arg(w) __! - N OS-+l en-
w _,._i'ii_ W

''_00^^'0'''"^i'_''^'_''- '____^'''_'''_''_i'''_i'P'PP'''P'''P'i'P'''''''_i ' ^ ''_''"i'P'''P'POP''P''''_'P"'''''''"'' '''''''''''''''''''''''''''''P'"''''P c 7_ . s e n7Tc
= OS_tl
l2 12

Gr__j'camen_e para (I ); GrarlCando los argumentos de _.w y =
W
Y__ _.,

!_ ? Y
1.
j W
Sn w
E 6
_ Z 13_
l1 _/4
+ a , .......-...-___.. .. d _ _ . _.__ ....._.._.....>
i X
_
. 0 0 > _.w
t X

y_
JemPlO; ? ;_;

Dados _=_3+_i _ w_ l+i :!!
' 1TE
z r 5 l2
a laf _.W _ - y fe_reSenlar _f ICamente. -
W

Regoluc_o/ n; _ _0_ _/4
_.! X
'1
f__ =5_/
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CAPiTUlO Xl l l Núme,o, comple)

EJempIo3:
TEOÆ_ (de De. Mo.i__e) ' sea , _ , cosg + __
Hallar el argumento de su conjugada.
_OSZ�Z  OS+ISe_ ;zf _O___N;

se t)ene ,_n-_ t_ l n(cos,g + ;senng) ReSOlUCiÓn:
.,..__,____,. Representando _ geométricamente

,,.,,,... i_ie____
___._..__8_'.. Corolarto: i..
8, ' arg(v_ ") =narg(_) _ ne _ !, - - - - - - - - - - - - - - - - -!_
.. .. .. ,. .... ,.. . . ,, 0,. ..,. .,., ...., .....,., ,. ,,,., ... ,. ,dD ,d.,,.D,0,.,.,.,,,,,..,,.,,..,,..,.D,,. .,... .,.,....,.. ,,..,.,.,..,,,,.,.,....,,...,..,.,.0......,.,.. , ...,,,. ..,..,, ,.,,,,...,,.. ,,,,,...,,........,,,,,.... .,.0.,,,,.....,,.... t ! ;
!!_ '!;
_ a g _,
.3 .5 !E_
tl +l _ - ;
allaf el _ CgUmentO de _ = _. _ ;
2i (_+,_)2 ;,

Resolución: ;
3 ( - !----------------- '_
J l l+l _
af_ _ - af_ + ar_
2i . 2
tl

arg(_?J -3arg(l+_i) -arg(2i) Delarl_ura a-2_'0 _ Ar_(_)--2_-0
+5a, (__.,,_2a, +., También_odemosconsiderar ( 0)
Entoncesnrg(??)_ 0

_ _+5__2n_I7_ EJ,
32 4 6I2 R. _.3a_ yo
edUClr _= + l + - l
l7_ R ___
;, ar_? =_ eS0UClOn:
I2 _ (
+ l=2COS600+ISen
l- _i = 2(Cos(-600)+iSen(- 600))
JemPl02 _ 2(cos6oo l.
Demostrar Sen20 = 2Sen0Cos0
2 2 lUe_O
OS20=COS - en
Demos_aciónN. , __ _n t _ __ + __ _. __
sabemos 3 3 3 3
(Cos0+iSen0_ )l = Cos20+iSen20 .... ,u _ _ _
_ ?=2 COS30-+lSen30-
..... POf T. de De MOlVfe 3 3
Efectuando en el pjmer miem_ro
7 2 . _ 3o _ _ _
COS- "Sen + Sen COS l = COS + ISen + 05 - - l _ en -
-- _ 3 3
30 cos lon _)sen_on + 230 cos_o_.. i
_lma inaria tenemos _ 2�)O
ag_se,2
Sen20 = 2Sen0Cos0 . , _ 23_

345



____lnEREc0____0e__J____cr___0_0ec____o___p__e____n____0____s___o_p______a______c___0___o___r____0_____le___________n_________d_______o________d___(_____e____c________go__cg____________(_o__s_______c__m_______________p____+_____p________________(l_l_____e_____________lp0/__g_o_0___3____)_____________z__0____0____0_____________________)_______s_____________o________________,______0__0___e___0___po____p______/po________3____p0__0_p__p_0__)0____p_________p0o_00_dp0__________e_p__p________m____8________________o______(_____________________)____0______________DD_0D___0____________________________________________p_______________0________D____0____ _LAlg__N_(t_)sc_e(_ln(_()(g_)N___2_)cl_______ss____)t_0__mn_________pp__pto02___p_o___to_po_2_o00o_0____________ (_)_2_ ___0_0000________DD_0_0________0__D_______________________

lu mb reras Ed itores Â _geb r

FORmA _. _MEyCIAL .DE ,UN _ÚME_O. 'COm' Pl_O-- '' ' _._

__, ^0^__ __ _ ___^^_ __ _ Resoluci6n '
''__ '' ____ ___. . __ _ EU_R paF___mos expresando en forma poler el compleJ_
__ __cosg ._ i
Do,de.. e e, l, b,,e de_ _og,,_,tmo ,epe,i,,o i = O+i = ( l) COS- + i Sen-
_ 0 argumentoenradianes _ i = (O_I)
, . __ _ _,,_2
�  OS-_le_-_e''
2 2
a demostración la realizaremos en el siguiente
lomo; ya que todavía no tenemos etementos + _ /2 _, -2 i -- ;
_os Seßldel --e'n �e  --e
__ en,_
ntonCes tenemoS una nueva fe_fesentaCl6n ' ' l -
paraelco_nplejo.
.seng__ ,er8 __,_,,__
_? ,_i_ .'_ ___ ,__:_de____'__,_e' __' ___' _'___ _'___g__'__9^'_ ,' _______ ,q___., ___ 0 ____, ,0_, _'_ ___ ,_ _ ___,_ D __DDv
, _ _ '_, io0 _,_, _ _ _',_, ' :_ ' _ - ___._.____/__ :__ _ ' _ 0 ^ 0 : 0 : '_ _, =_, = _B, = _ P_ _'_, _ '__ _ ''_, '__ _ _ 0 __, _, ' '__ _, _ ''_ _ ''_,, ' '_ _ _'_d__ _ _ __;
__ _- t?_e' _ _ _ _ _ _ _...__ _ _ _' ''_ . ___,, ___:.

EJ'empIo I Del teorema de Euler se tiene '_0__'0'_,
IO cosg+_seng l '__^''_
epresenlar en rorma exponencial al complejo e �  _'''''''''''''''' '___'"'
e'( �)  �  Cos0- iSen0 ... (ll) _'___.
_ =4+4 _3 i '''''''''''' __:._...
Re_OlUCiÓn; Al sumar (I) v (II) se obliene e'0 + e '0 = 2Cos0 e_
_ . in/3 e__+e _0 _
_ = 4+4 l = OS_ +l en_ = e de donde cosg = .. (4) _.'
,n/1 2 '_'',
_. Z=8e ' . _'
feStaf - Se Obtlene :
_0 e _0 '_i'_,_
i_, Sen0_e .....(x_) ''''__.
.v,,, ,g.__ ,_ ;_,,_.._0_,, ,,,__7;,__,,,.0,_,,,__. 0,80,0,. .,_,,_,_ ,, __,,,_,__ , ,9,,_,,,_0, ,,,, ,e,,___,,_,,_,, ,_,_,,_,,,, ,_,,,,,_,,e ,__,,oi,_,,,,, ,_,_.o _..,,,,,_,,,D, , _ _, 2 i _ _ 0 '__.
_R_____!.s__:_ __ __''::''________'_____'__'_ _',,___ Si en dichas rórmulas reemplazamos 0 _r _; _,_,'p
' '''_''' ''__'''''_'__'':Y_-__' _____,_''d, obtenemos algo más general '''__':
_ - ___U.o shellar'_'__,_... ''_:_
Iarepresentaci6nexponencialdesuconjugadosólo _'0' e'= _ e 'N' 8_'
_'0 COS2= ; _j_ __Dd
-mPla2anO PO,_- ' ',t''_,_,^', 2 ____d_D
_ _ lzle'( 07 '_,_^'''_,,,,^^^'__,, ___D.D,^'',

-em _o2 e--e - _
_ _ ; __f _D
sab_endo que _, -_ x+yi 2 i _,DD^d
Hallar el m6dulo y el argumento de e' ..........,..,... ,...,...0,...,,,,.,,,.........,,,,,,.,......,..,d.....0....,,,....,,..............0...,,...,,....,....,,.,.....,...,...0.0.,0..,a...,..,,..0,.,.,......,..,..,.,,..,,.,.,,..,..,..............,...........,...,..............,,,_,.....,,..,,0..,.,,,,..,0.,,00o0..,..,,..,,..,,o,... ...n..._,. , ,...,,_._D_._'_D
Resol uci6 n: REpR_E_Ac_o_
_ �  e^+'' = e". _' = e' (Cosy + i Seny) E, usada p,,, represent,, en F
_'_ le'l -- e~ _ Arg(e')--y abreviadaauncomple_oensurormapolar. Así

, ., _,_i__ _ = l? l (Cos0_+ iSen0) = __ l Cis0
_'_^____,0__'_,!_. ' _'_''0"_,0___!',_d','__, e' > O; _ x f _ __,9,i,_

'' '^'' '''_''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''i'''''''''i_''^'''_''_'i''_''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' '' '^^' ' ''''i''^''''''''''''_'_P"^''''''''''''''''""'' '''''''''''''''''''''''''' EJ emplos:
E_emp_o 3 51 = 2(Cos !20+iSenl20) = 2Cis I2^
_2 = 2(Cos(0+2k_) + iSen(0+2k_J)
alculari' ; i-- __2cl_
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_________ ___ _
Númeroscomplejos

.. TEOREMADEDE_ONRE
_ sea e_ nu_me,ocom le_o. , ._; _ ecO.
'N-i_ 1
se cump1e:
FormaexponenciaI:
n_1_ 1_ein0
Formapolar:
z "-, _1''(Cosn8 _iSenn0)_
Represent,c_ón c_s
_ '' = ; _ l '' Cis (n0)
_ Formafa8ori8l
_..
'_ z ^ = l, _ _n_t_
__ n _ _
Demos_a�ión:
La demostración queda a cargo del lector.
Eje_plo
Efectuar
__ __(cosl3o + 1'senl3o) 2_(cos67cJ _'sen67'')1.
4_CosI6^ _ iSenl6CJECosl9_ _ iSenI9UJ
Resoluc1ón:
Representando fasorialmente
__,_ , !_ !_ :_
z-__=_ ___J__ =
__. !_ _ _

Luego
_ cos45o + _.sen4,o _ _ _ _.
2 2
. ,__ _,.
2 2
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Lu mbreras Ed i tore_ Á

_ N.,. '''____''' _''_ RAtcES _E iA u''''''N. _DAa^ o:. _n;: ' - '--_ , '
El problema de obtener una raí�  n_ésima de Es decir W,+ J = W,..... y, _ o; t _ ; +_2 _
cualquier número real o complejo se resuelve
satis Factoriamente con la teoría de números Luego las raíces n -ésimas dis_j'n_as son
complejos.
O' l, 2_'''''_ n- l
Definición: Por ello cuando se resuelve un problema de raíz
Dados _ _- _ y n e N- ( _), se Ilama ra_/2 n- ésima enéSlma eS SUFlCiente tOmaf lOS ValOreS de
de 2 a un número w e _, tal _ue wn = _ k = O_ l_ 2 _ 3_ N__'_ (n' I)

_______0_0______0____ __ __ _ _ __ _0___0______0 _ _ ____0__________ Ejemplo l
'' T E O R_E. M A , . ' Hallar las tres raíces cúbicas de 8i
'___ _aca to_o z _ _ y lodo n __ _ ( _) ; existen n _a_ces Re'OlUCiÓn'
, (n ésimas) _e _ Sea _ = 8i = O + 8i -- 8Cis(_/2)
^_' ^^ _
_ 1T
Demo,tr,,_o/n.. _ ,l/3__ 3 g.c,t, _2 __ 2c__, __ t4k_
se, _,__ __?_ e_u __ __?1 (co,g + _,seng) 3 6
Deseamo__ calcular Donde K = O _ I ; 2
w= l w _ e'a = I w I (cosa+isena), tal que vM = ?
7C
ESdecjr l _ ; _n = lS_ _ _t_l - tl
6 22
_lw!e'aJ^' !__e'0 _ !wl''e^a = !!?!_e'O
'_o' +l

Equivalentemente s ,. K , 2 c. /, 2 _ l
- _Z_- lSTC = '-+-l
= w !, '' (Cosna + i Senna) _ l _ l (Cos0 + iSen0}
_ ?,=-_+i
Igualando partes real e imaginana
Iw_'' _ l_ 1 /'\ _Cosna = Cos0,Senna = Sen0_ Si K=2 ; ?2 = 2Cis3_/2 _ 2(-j) = -2i
De donde obtenemos _ __2 _ -2_
___n _g+ _a__0l2kTC
n .'. Las raíces cúbicas de 8i son los siguien_e__
LuegolasraEcesn-ésimasson valores _+i ; -__i _ -2i
__. 0+2k_ . 0+2k_
_ ;?a. OS_tl Sen
n n
Hallar las tres raíces cúbicas de z = l +i
n . 0+2k_ ReSOl4Ci6n_
= ? lS_ ;
n
2_I+i _
__o t, _l ; _2 ; _3 .,..... I_l --
Estas raíces no son todas distintas pues
wn _ wo _ w,+_ = w, ..... wn+, _ w ,, _ _ = I +i = _(Cos_/4 + i Sen_/4)
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CAPlTULO XIll N;mero,- compte;

Luegolas raícescúbicasde _=l+i son
6
_ _ _ -_t_l
_+2kn -+2kTc 2 2
3W
K�  _ Cos_ + Sen
3 ' 3 P8ra - '
_
= COS l50+240^ + lSe_ l5' +

par8 K=O_
--- _ (Cos255C+ j Sen2550
6 n. 1T
o= OS-+len-
l2 l2 _6l +l _.
2 2
-- G_ (Cos I5^ + iSen I5C)
Por lo tanto las 3 raíces cúbicas son
6 l + ,.l
--- 2 2 _-!__+i-t_;
2 2

par8 K=l_
G _ 6 _ _ _.
_ OS C+l O+le_ O+ _ ' J_l_
2 2

6 c _35o .s _35o G l l .
= OS +len _ +- l
2 2

RAícE5 ___CAS' DE_LR--u- y_DnD REn_ '___ _ '''

Seaelcamplejo _=l ,,,,,
Como se desea calcular la raíz cúbica; entonces _,_. _ ,Cl..U..S., ?vON.;,, _____D_,
lo expresamos en Forma pol_r ___'' '' ''':''_' 'v_''''''''_''v'0'''_''''''''' ' ''_ __,,''_
_ = I = l +Oi = CosOO + iSenOO La _''__^d''_,
S FaICeS CU lCaS e la Unldad fea SOn; '''_
Luego la raíz cúbica es 1 _ i,,__,_
l;--+-i;--- i _____'
__ =Cos_+ _ _i Sen_+ _ 2 2 2 2 R__D';
3 3 ___,
cor_iugadr7s _.
2k_ .s 2kTc __'
�COS  _ +l en _ l :
3 3 DOnde sl asumlmos _r w al número _ - _ - i __
22 _',__
DOnde K = 0 _ l ; 2 Las raíces cúbjcas de l son: l , w, ni es decir ____;_
Para K=0 __:_

_o = CosOO+iSenOO = l l -__',_'aaa',
Para: K=l: I _ ',,'
3 '-'-I �VY  '0_,^o0
-, 2 2 _-;_
2_ 2_ l _ I___ _J __,''
__ - COS- + lSe_- = -_ +- l ---_l --W ___O0
3 3 22 2 _d.

Para: K = 2: ;.' -- ' - ' ' - ' ' - -- - ' ' ' ' -- ' - ' '' ' ' - ' - ' ' ' ' ' ' ' - ' ' ' ' ' ' ' - ' - ' ' '' '' -- ' '' ' ' '- - ' - _. 0'__,_00,'

'; __;.;;'o___,_=;.;,0_g'',''''''0_''_'''_'__'.''_____0____,___,__,D_,,,__._,,___,,,;,,,_;.,,,;'',_-_____-_-___-.___, 1 _. l _3. N; ___
c 4_ .s 4n l _. ._ '',_'_,_,;:;__''_ ___:_'0_:i___' 2 '-2 l 2 21 __ ';
__' -t ^--- :.''''''^^ '''' :. _.._
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lu mbreras _d itores Á_gebia

_NnR_RETnc_óN GEom__ _cA _^____^__ _ ___^^^
/ces cu/b,_cas de la _ .. TEORE._MA. '' '__/, :
unjdad tienen el mismo módulo; por lo tanto sus
_os estar_n en e_ borde de una c__fcun Fefencl_a __ Los ar_jos de las raíces n - ésimas de un número
,o _,guaj al mo/ du_o En es te caso e_ mo/ dwo __ complejo son los vertices de un polígono regu- larde
. . ' __,dnledos.
eS IgUa a aUnl a _ ' se,,. , . , . z ._ . ., . _a, n_,a/,,e,
' ' ol l l _t JI'''''t nl l
i__i'__''__i.. , (n-ésimasJde,.
Y_W
_ 2 i!
_ _! _
_ _t,,,____! ' .t,
'_ ...... ! __1
: __ _'''''' '_a
_. g 'zo
' _ x' __ _.. _
,_' '''''- 0' -> ' ''''-' ''''-'''''____-____'''_''''''
; _ l_
_ _ . ' 'Z_2

_._ l ,_
w2 ''__.... .__ ,,,_''

En la _jgura seobse_aque losa Fjjosde I;w;W De_ re_r_cose obse Na. g _. _2_
son los vé_ices de un tnángulo equilátero. n
Lueeo el _rea del políeono regular de n lados es:
_ _ 2
__
= _Sen-m
n
l. Sabemos que w es una rajz cúbica de ' __, Donde__esunade lasraíces (n-esimal)de _
unidad; entonces se cumple W = 1 '_
_ _/
ue_o podemOS a Flfmaf _ le_ Se CUmPle_
n_n,n ,n
_K_ _ _3K_ . ' NO __I -'2 - ''"'-_n-I -'
II. ?o+ ?_ + _2+ ..... + _n _ _- O
Entonces
3K+r__wr,

luego
3K+1___ . w3K+2__w2 , i,_..

2. Sisumamoslastresraícescúbicasl;w_W; Les ra_ces n-ésim_ de la unided _ienen '_'
tenemos propiedades importantes que merecen especial 6_,
_ _ 1 _ a!en?iÓn_ ',ni._,'
= --_-l----l �  Sl Wt ;w SOn laS raíCeS n-éSlmaS de la Unldad_ ,__,i_'
2 2 2 2 entoncesW,westambiénreí2n-�simadelaunidad  __-,,_''_.
_ _ + _ + W = o en particuIar w; W ; w3; ..... __i._
Son raices en�simas  de la unidad i_____'.
Si w' ' _ l ; se dice que W es una raj2 prim�t�ua  de i_e_.''_.,,
_ o_u__ló_,' __,g_. Ia unidad. B'___Y'
',v_';.,.,,',,,-'.'': '__, _ cos2n ._se,2_ . _,__'__
_. )_ - -l '_,_i
'_k ; rF 2 _'8_,, __i'__.
I. W = l _''''_..''_, _islen olras rajces primitivas; les cuales son __t;
II.__" _ l ;Mk''=w; w3k+2=W ''',_ c 2__ s 2__ _8_'_'
__+_ '_' Wh=OS _len _ __
' -_ _'__._. n n t,_._
IV. l +W+_ = O __ii.'''.. k<n y k es coprim0 con n _'__t_,
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_ppp_ara ______o l ___ba_t__t((___________))_o_ll2_________f_5 t s4(__)____________c(l_s(_____)__t___)__________(__d_2+e20+_r___1)a+d2l__t2o2s__1_su___o_n_o___5sol__ave2_

CAPITUlO Xlll N4_me,os comp_el_

Ejemplo l pero se desea calcu_a,(', l/6 )3
Las raíces cuadradas de la unidad real son l ; - l _
donde - I es raíz primitiva.
_o3 __ ; __Y_ -_

Ejemplo2
Las raíces cúbicas de la unidad FeaT son _ _ -
l;_ ; W 3 3
__ - _S - -
___I+_.w2_ I__,.
22' 22
Como se obsenra, se repiten los valores, los
Donde w i _ son raíces pjmi_ivas. cuales deben se, cons.,
1/6 3
EJeInplo 3 (par_ eJ (ecrorJ ' - _? - - '
Probar que i; - i son las raices cuartas primitivas
de la unidad real. b , _ 2 _ 2cl_soo _ ,3 _ g _ gcl_

Luego
Eje_pIo4
Dado __ __2_ hallar __3 t/___6gc__s _0-'t2k_
_/6 3 6

3 l/6
_ _ _ , kTc
Resolución: 3
8. _=2�2(CisOO)
l
_,_r, 6 c. OO+2k_
_ = ,s _6 k=O ; ?o=

6 c._ skTc
3 ' ' ' ' _ _ 1 _.,
- 1 'l - - _
6 -
- 1 NO-

6 l _ _2. , _ ! _,_
ara k�l  ; ?_= -_-l ' '_- - -
2 2

6 1 _ k=3 ; __=-_
afa k=2 _ _2= --_-i
2 2
l
k=4 i __= "-__l
6
- 1 '3 -

4 6_ ! _. l _
- 1 ?_- -- -l k=5 ; ?_= ---l
' 22

_, . ,__6_ 1 _,. ,/6.,
2 2 '' _ ' ^
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_pcRt___trf_eoo__lgca Doul_lgg(lua(lmmc+____Fll_8ateo_)/122n3(_(lv)2___(la_ltl(_l)+_ro___G______3_______2____t)______)(m___%(____lN______0+)_a______2__________%_0olt__6_v__7__)(Jtl66N(____()___N__236__lN4)2_(()_)____l) _____l2(_lt_364 _ Ed(ne_tonc)_w_e_s+__l___t______tcr___6_(t__||_t___t;_\_________t_________t_______l____+___r__lll_ll(__|_| ) ( ___)ll__

0
r0bICmaS QCSU_ltOS

Pr0al_m8 1 ProDl_m_ _
Sea el complejo _= l +i E(ecluar
l2 .
Resoluct6n: - _ _ ;
eldatO _"-l+l __i
Realizando la sen_encia solici_ada I - -_ .
__t2__ 1+il_ l-_
l - i
= _(I+iJ-l - -_.

__ __ _64 Resolución:
Recordar
l-i ___.
/s sim__ede l _ i
i 2 l+3__
N = _' donde i--(O_l)
i -3 ,___----_-----;--____-_____. _i
- '__,,,----!----_-!-_-,.---------__;:. -_
i?,' _; !__-;'_--i- -_"_'!!,
______^___'_'_^^_^_^^^'_0^____^_'____'__''_oo (l+i)__2i ?, ;! ; ;l-; _ . _;!;_; _._ _ _

D , ,, - - ' ,, , c, , c ,q , ,, , _ ' ' ' , ;!, ;; _ '!, _; _ - ' ! _; + i,. _ '; _!,;!,; ;; '!;
En la expresi6n multiplicando por (i) al '_..:_______________;_-;_-;-_;-_;=;-_;--;__;_-_--___''
numerador y denominador tenemos:

x _ 3) . '. W = -- i
t +l +ll l-
N=-=-=-= 2
l-3 l-3 l-
Pr_Qlgm85
Si k es un entero no negativo_ calcular el valor

simplir_ca_ la expresi6n _
(a'+ab_a)i--a-b-1 . a+b , _
r_a 'b ' I) i Resoluclón_.
ReSOlUCiÓn: Dato _ _ _ +
Agrupando la parte real y la parte imagina_a
_. (a+_+_) Entonces

I_i _ l_i 2i _ k- .,2_,__
Sim_liric_n_o te ne mos _ _ 2

i j_ -l __ (___)h+_ __ __ r__t Jh+1 __
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_As_lp__a_d__bgl_e_m__8o_sG8__qu_e l__________ (J _ __ p sl en__tlevo__y_+_____(__+_(l_t3++/(__23__+_)(l_(___++(_3)3_x+a_4)y))+(_4+3_)l_

CAPITULO Xl l l Numeros compIejos

Pr_alt___, _ 8 6 Proal_m8 8
Encontrar un valor de CaIcular los vatores de x; _ reales que veri Flcan
la siguiente igualdad de complejos
5 xi __-4i
.2 i-i+ _j+_.'__+3
Resoluc1ón: Re8olución: '
5 E_ec_ando tenemos
artimos calculando un valoC de _ para ello
xi)(X+3y = l +yl)(3x+4l
_5 __ __ _ un v,_o, de _5 __ N, ues Apljcando ta propjedad dist_butiva

emás (l+i)_ = 2i ; sustituyendo en la
expresi6n
m 3x_4y = O _"\ _+3_ = 4+_Jy
., .,__.,____ ___2_,,__ _ 3x_4y _ __4
De _=Q se obtiene x = t2
Reemplazando los valores de x en (3x = 4yJ se
_-_ 2 - 2l-l+l) obt__
=__ =_ -- _+i '' X= +-2 /' Y= +-3/2

.'. Un valor es: l + i pr_a__mg g
l+l a _.
.A_ i 3 3i
Hallar los números complejos z que satisracen _ 2 a 2
l+?__ 93i 9
l -_
donde i = _ _ calcular A' + l
Resolu_ón: Reso_uc_6n..
Sea _ = a+bi ; feempIa2andO en la i_Ualdad Se obse_a la unidad jmagjnaria en el
_ + a + bi denominador; por ello utili2amos Ia equivalencia
=l
t -a_bi __-_' ... ..... (_)

t l l+a+bil ' l l-a_bil Entonces
_ _(1_aja+b2 = _(1 _aj2+(-bja _.,+_1 +_a ., (._

_ (l+a)'+b2 = (l -a)2+b' A �
82.a
_ l+2a+a2 = l-2a+a2 --g --3 l '-g
AQa=O _ a=O
uego _ = _+bi �  O+bi = bi - a"3-I
._. ._- __ núme Fos comp_e_os que sa_isracen son A = __ ,
os los imaginarios puros y el nulo.



_&t Ds LpL_4eeauarel_aaag__oc((__o_(an__)ad+2l_c)b_lo_l/__n__d__)e(lap(_+__r)ob4_l_(J_l2_e)m__aa____b_2_l2___t2_2__ Luegwo_w_____+___mw2_wwllw++w_tww_!w22+_ww+_2__m____vv_ww_wllw_+t+_2w2www_2__22__ _

Lu mbreras Ed itores Á_gebra

Efectuando en el numerador b. Condición del problema
_(a2g) 6__ - l
A__=3i _ _'-, 'NN'N
2_ _ '
. A_+l _ 3_l a+l _82 Sl __-- _ __.Z_

Proal_m8 1_ con;_us,.o/ n. D.,,_a cond,.c .,o, n se ven.
Hallar _ tal QUe __ z f _ de módulo i ual a la unidad.
a. Sea conjugado con su cuadrado
b. Sea conJu_adO con Su inverSa p____gmg __
Re90lUCiÓn: Hallar el valor de w sj

_ _' 2+2abi=___i _,,_W1 +_, W2

2 _ b2 __ a _ 2ab__b _wl x _w2 ; w) , w2 _ _
Resolución:
Para resolver este problema se plantea el
De (II) se obtiene b--O _'' a __ -- siguiente análisis:
Sea ?, = a+bi __ z2 = c+di
Para b=O en (I) _ ___+_, = (a+c) +(b+d)j
a2_a _ a(a__)=o_ a=o v a=I
UegO _e(___+z2) _ a+c _ _Re(__,)+_Re(__J)
___ = O+O_ = O V _2= 1+ Ol = l _m(__,+_,) = b+d = _m(__)+_m(N_,)
---2 en Enelproblema

I_b,___l _ b,__3_ b_ +__ _w_ +w2 -- _w_ +w, ' w _+w,

I+Oi__! +
z3_--+- i _ ___=----l
2 2 2 2 Entonces
_ ExlSten CUatFO nUmerOS _ e _ + R e _ = l;z

3 =_- +_- j ; z4 _ -- _ - i . w _



_psterga_2_28____((__23___+3)(_2hl)____l_r__c((_(_5))_J)_J()_(l)) _( _)l T ______(614_(_J_) _____ __64_(_g_u_al)_d(_ad6)_nt (Ea_)_

CAPITULO XlII Números comp_e)

i_4
- _ _1-
. K _. iS_4
ImplllCaf 3 - . z-
._ 2 l 3 i3_q. ,3 j_5n/q i7_4
3+j 1= _N2--e =
Z_ -
2'i b) iaraellectof.
ResoIuci6n:
.,a de po_en,,., _enemo, Pr_l___ 1_
, , Dete_ine aquel número ''n'' entero positivo
3 + i 2' _ 3 + i mu/ _t_,p_o de cuat,o que ven_ F_c, _a ._2
_ i 2- i __ + 2__2 + 3__3 + 4__q + + n__n _ 64 64N_
._ J (2 +_. J 2 5+5_. 2 que i = ( O ; I)
_ 2 2i
' . . ' _ - +l - Resoluci6n:
-l +
De lacondición
... _? __ 2i j + 2_J + 3_3 + 4iQ + ..... + nin __ 64 t ._;

m
N +2N_2+3_NJ+g_-9+ +n_Nn
calcula_ _ e (e 'z ^) mu_,,.p_,.,_,dò po, ., ''' - ' ' ' ' - '
Si __ = COS_ + i Sen_ _ n_Z im= i'+2i3+3i9+4i'+-.. + nin'' ..... (lI)
Resoluci6n:
Por la (6rmula de Moivre Luego (l)_ (ll)
Z" = CoSn_ + i Senn_ (l_ i)_n _ i + j2 + i3 + î4 ..... + jn _ _n+l
Luego
. n .(, _ s _J .c __ 4 o O
e '' = e' '^'" '' e"" = e' %n " Como n _ 4
_e_nn_ ei_n_
' . . -ni
e senn_ c co + __sen cosn enemOS -l rn = 'nl ^ m =
= OS Sn I_i
.'. _e (e 'z ") _ e - 'em _ _cos(cosn_) ] Reemp___doelvalo,de men _aco,d-,c,_
-nl _ __ _ _ , _ _ 2
PrOal_m81_ I -i
_ 1_ 3
_=_ i a aF'N a _ _ _ni=64(-2i)_ __=-l28i
b) (_3)''2 .N. n_ 128
Resoluctón:
a) Al complejo _ lo representamos en (onna _rgDl_mg 16
exponencial _os nu/me Tos comple_os , y w ti
l _ l = l _ Ar_(__) = __ argumentos que va_an de O a 2_ radianes y
_ , __ ' __ i__ además ven_jcan las relaciones
,, __/a+2k_ Iwl = l__l ; _+_ _ _ _ u = _
1/2_e 2
_ - are(z) - arg(w) = 5_/3
Donde K -- O i l Calcular E = _m(_) + _e(w)
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Lumbreras Ed itores Álgebra

Resolución: _,_n ,___
Sea ?= l_le'0 _ z= l_?le '' ; _ W - W e -
Reemplazandoen i?= _, setiene _w_co, n +,.se,_ _ _+ _+ ( _- _ ),.
__?_ei_ __ t?_ei0 . _?_,o l2 l2 Q 4
_ '_l0 __ t1[/2 _ _ __ _
_ 0=__/4 2 4 4

Pro_l_m81l_
_ Ha__a, el mayo, nu/ me,o de do, c;r,as que ,e,;
__ +_! ,_ _____,+_! ., ,____

Resolución:
4 Mpresándola en Forma palar a las bases
I ., _ cos n +.,senn
_ Z
Pero 0eI0_2_> _,.+l co,n+.,se,n
_0=7_/4 2 2 3 3
.'. Arg(_)=7n/4

Luego calculamos el módulo de ? a partir de
-, Entonces

l?l(e'0+ e''0)__ CO'-6 ''""-6 _''O' 3 ' 2 k^ ''"" 3
l_ t (cos0 + isen0 +cos (_0) + isen (_0)) = _
cos n-_ + isen n-n _ Cis -n + 2k_
l z l 2 Cos 0 _ _ ; reemplaza el valor de 0 6 6 3
2 l_,lcos(7_/4} = _ c._s n_ c,.s n

_ 2l_?t - __ _ lzl=1
2 _ _ _ _+2__ _ _
____ _.
2 2 .'. nm,yo,�98
Entonces se concluye que l w l = l , ya que
- _w_ ProDl_m8
C_culo de _g de w: SabiendO qUe __ y Z_, fe_feSentan Un nÚmeFO
Dato a,g(_,)_a,g(w) -_ 5_/3 real y un imaginajo puro respectivamente_
donde
a+b+2i _ . _ a+(b+8)i _ m.
- 4^3 ^_2 l a_b_3i ' 2 a_bi
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_DDee 2(______b_)a(___yb_b)___(mlv____)_2__3t5_t )mt _23t_ _oA)N f f(af tt_ o_)_ ((lnl_vl))a __ _5 (vl) HEnac(ellmt)t_otzs2a_fg_2___t(212___)___ll2t_______2 ____ _______ t2_)__l__l_ ___ _ __ t _ (_vJ

CAPlTULO Xlll Números complejos

Calcular a_b donde
Resolución: _ _.+ _

l-i_
Efectuando tenemos _ �

l_i_-
De las igualdades se tiene
a+b -- (a-b)k f f t f N _ _ _ (l) Re,o_u,_6,,
_e l 3_ __ _.2. ..... .... ..... (__) _ = _
_ - " _2
_ __ �l  -i+- .............. (l
+8) = am...........
_, ,�  l+i +- ............ (II)
De(Il) k�-2_  __
M (l) (a+b) = ' -(a'b) _ ___ z _ l
En (l) ___-=l_i __2 _- l_i. .... (llIJ
ab_ _5a,......... ....,. .(V)
1 _ _+,._ ____2- I _ _ +,.
a _b
+g a ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' (_E_)_. (_v) Z_ _ I- i _ __. _ , ____ .. _._
_2 l+ i _2
a _ _5a
-5at8 a 3 3_

3o _o P____2_
3 Si __ ; _,_ _3 son tales que sus a F_Jos (o_an un
tn_ngulo equilátero y adem_s son las raíces
l a _ O _ _2 nO feSUlla Sef lma_lnarlO _UrO , , _ .
._. a x O
ri_l_m810 -- ,j+,j+ j
Hallar el argumento p_ncipal del complejo _;



t_N_ E1___1____ _2____( _g___________2 _____g ) _ _EDn__o_l_n_tcF_el_sq_6_+lo_d____s_+2_4_t_+p__q_dm3_+al__c2o+m_dp+_leldl__Naodoe_s2_la__u_n2_l__d___(ald)

lumbreras Editores A'

Re8olución: y_
Como los a F_Jos de ?_ ; _,_ ; _3 aI ser unidos rorman ! _,
un ljángulo equilá_ero y tienen el mismo
Z1

una circun Ferencia de radio igual al módulo, , , _ .n........ .,__ .-_-- -- .. ... ... .>i
X
COmO Se lndlca en la Fl_ura. _
. r f z_
Y_ _j
2g
_2 ;'_,.. , _,

; __ __ ., J
-- - - - .-__. --._ e a I__ e laCne fO e CUa fa OeS C=
-; X
; Por geomet_a el área del cuadrado
_
2t '', s 2f 2_ 4 2
; T�_  ^-__ m

_e la Flgura se deduce que
z _ +_2+_3 = O (Vef la radiCaCiÓn de COm_le_OS) ira0l8mg _1
2 2 2 si es una Fa_,2 se, t__
N_l +_2 + _3 = - _l_2 + "__73 +_2_3
real; calcular el valor de M.
. _ I m__ 6+ 19+ 22+ 30+ .....4g sumand
2
R_solución:
Como _ es la raíz séptima de la unidad entonces
itODl_m8 21 se tiene ue 7 __ _. , _
HallaF el área del lí ono re ular Fo_ado al _ 7_ __
unir los aF1jos de las ra_ces cua_as del complejo _ (__ _ )(_6+_5+_4+_3+_a+_+ _J-_o
_,_+___ ; _--_ -
Pero _rl
Resolución:
Sea z_ ; __ _ _3: _q las raíces cuartas de _;
entonces
q __6+_ +2+3 _ +5_
_ _ __ ' _3 _ _q ' __.._ a

O
Pero l___= _ + _ _l2 +_6+ I +_+_2+_3+_4+_'

4
_ __ _-22_Z3=_q=
6 2 3 4 5 s_ S

Además los arljos de ___ _, ; _J _ _9 se encuentran
- O
_ _ 4
enlaClfCUnefenCla eCenfO = ; nf-- ._.M=-_5
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cRAs_edsolu(c__o )__2_l l__gll_ _g_+_Tctw__l g _ARdee_m___ap/__bla___2_c_bant___ds_oe(_neon2a_b_?t_t)s_tec(no2estm_o_oo)psur_olu__eg2osena

CAPITUlO X_II N4_meroe comple_.

P__l__8 1_ Pra6l_m8 25
Dado el complejo _ de módulo 2 y argumento s_ e_ comple_o __ se deF_ne como;
0_ <O;n>. Hallar el argumento pjncipal de _-2.
Resolución_ , ___Sena + i_ _ i _Sena-i_
Se tr'ta de un __ob_eme _eomé"ico_ _oc e__o _o _sena _ i_ + i_sena -- __
ub_Camos en el _lano gausseano
Y tal que _ f IC; hallar _e(__)
Resolu�i6n:
Z-2) Z
- - - - - - - - - -- - - - - - - - - HacemoS

_'' i _,___2 a _ _sena + i_ _ a2 _ sena + i_

_'' _ b _ _sena _ i_m b2 _ sena - i_
,_ a _0
_ ' _ em_SOSa>_ena>i
(-2;o) X

a_bi (a-bi)2 (a2-b2)-2abi
e ObSenra Af_(__2) = 0+a N7 - _ _ _ �
atla+la-bl a2+b2
/ TC'
emaS a+=Tcta=
2 pero a2_b2 _ 2 __. a2+ba
_-0 0+_
_Af_?"2 --0+_=
2 2 -
Regresando a las variables originales
.'. Arg(_-2J_
2 , 2__2Sen2a+Cosaj
2Sena
Proalem81_
siendo ,__ - Sen atCOSa i
x= a+b Sena

y = aw + bW E_ comp_e_.o, es __meg_.na,_.
_=aW+bvv ; ab_O
_ 2 2 __ _e (_ )=O
X ty +2
aJCWaf_,Si =
ab
/n. P_Dl_m_26
De _as co,d;c_.ones Siendo _ un compleJo cuyo argumen_o es 0 que
_ __ a_+b_+2ab Verl FlCa
__ _2W+b_VV9+2abW __ a2v7+b2vv+2ab ? 2 ? 2 _
2 2 _ b2 w w _ _ w = 't _ = l dOnde Z eS el co_jUgadO de _
2=aW+ +a =a-W+-+a ; _?
Entonces
i' +_+_2 = a_( l +w+W) + b2( l +w+W) + 6ab Calcular H -- Tg0 + Ctg0

o o t __TC.__

m _+_+_'-_6ab 6 2

. 2 + _ +, 2 6 ab ie_o_ució

._. __ __--6 '
ab ab sea _,___?e_0__,__ _?ei8
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LDT_pv_a__do_4c_cl_g_vH__l__H__c____4gd4_r_T__ g_31o_oJ__o_t__2_ _t _ f _ _ __pr((occao0_(_cgss6ml(28+0_)(+c2lgls__4e_8n_6_)___)))J(c____(c_l___oc(_so(6_s_64)g__+o)+_(ltl_s)ss_eeen_n2n6l_o6g()o_)l(_) )

Lu m b reras Ed i tores Á

Reemplazando en la condición Reemplazando el valor de _
.g 2 _,.g _
Z e, + ? e
_,_g _,_o ' w'- __t_l' "l' l_
2e _e

i40 i40

,p,es,ndo enform,po,a, w(+) _ l +__ _, (__ +_,,) __ _l__,__
2 2
OS + lSen40 + OS4 _ l en4 =

_ 2Cos40 �  I
l
OsQ0= !/2 w ' _ _-"-l "I+ l =
2 2
= 600 V 40 =
0= l50 \J 0= 750

TC JC
erO 0 __ -;-
6 2
Hallar la Forma cartesiana del si_uienle complejo
Entonces nos quedamos con 0 = 750
OS l2'' + ISen I20 COS8_ + lSenYr
Cos0 Sen0 4 W"-
_Ue_O _ t_ + _ __+_= (Cos6^'+i Sen6') (Sen80'+jCos80''_)
Sen0 Cos0
Resolución:
_ senI2o _

proa_gmg 2J _ l _(Co580+i Sen8d) I ' '= _' '(Cas88^+i Sen880)

O ' O Il __ C ' O

_3i .ha_laF_____tal ue _?+w __ v? __ w _ sen8oo+ icos8oo=cosloo+ _

Resolución:
l _ _ = l - l +__' l _ 2 lue_o tenemos
_ __ . Il . _lI
Ue_O en a COn IClOn ls O. _568' _2 . Cis l36'
2 w_'_'' '
_+w l = ; 2 �  w -- Cjs660. Cjs lO^' Cjs 76^
(z+w)(_?+w) = Q

(_, +w)(?? _-w) _ 4
= 32_.Cis60'
EFectuando

_.?+_.w+w.?+w.w=4 __3,_ _1+__,. ___6 l+ .l
IN?l' + ?.w+w.? + Iwl' = 4 2 2

_ ?.w_w.z+4_O

,_'1ultiplicando por w5
_?_ _w _ a+w _v? _ 2+4w_, __ o ., P__lt_819
p__o _ ? l ' = 1 w' l ' = 4 SlmPl_fICar Y FePreSentar FaSOnalmente

_ _+zw+_-=O H l+Sen0+jCos0 n
= _ ; Vn?_,,___
. l +Sen0 _ iCos0
'z+ l_ _lt l
w __ _ _ _
2 2 Además j _ (o_,lJ

36O



A_H__c_(__(_(__+w_)_((_+(w)J_(_(___+ln))(J(_(_)+_nr_J)o)(1+_)(_)+J_vv)___ pDea Floo(ws(__(_v)(+(_w4v)(+)_)(_w_6)___(+w_ Nw)N__wt(__+)Jn(v)q()(w) () ))

CAPITULO Xlll Nu_me,os comp_e/_

Resolución: _ _ w 2 2 _ w y _ w _ _ w s __ w 2 f_ _ w 7
Recordando la división de complejos;
multj ljcamos dividimos or el co_u ado del -- W _ W _ W _ ..__.__
denominador Agrupando convenie nte mente
1 + seng + icos g l +seng +icosg ^ = W(' l) (w)(-v') ( I)(-w)
l _Sen0 _iCos0 l +Sen0+jCos0 se t_.
(_w)(-w)(-w) ..... = (- wJn

(3 +Sen0)_+2i l+Sen0 Cos0+i2Cos20 V
H_
_ _seng 2 _i2cos2g n VeC''

. _2Sen0(I +Sen0J_ 2i(1 +Sen0)Cos0 ^ ._. A = (-wJn
2(l _Sen0)

_ Sen0 f - l PfO_l_m_31
= (Sen0 + iCos0)'' si w t +_ l ; es una raíz n- gsima de la unidad,
Tc _g '' calcular _
- C_i -0 +_ Se_ --
2 _7 s __ n,+W+_5+.....+_'n l

__ cosn(n/2..$) + _senn(,/2 _g) ReS0_UCiÓn_
__ 'l) l

Multiplican_o por w obtenemos
_Cisn-_-0 s __
2 =_+W+W+'N___
Entonces
, TE
:.H=ClS _-0 (l+W)S=W+nr+ +W+..... "
2 _
+w)S = w(l+w+__+__J+.....+�í''  I
in
p____mg3g (l+w)S=w
-W
Hallar el valor m_s simple _e
__ _ ?_ JtJ _5 66 88 _)__ t 'r___

Reempla2ando se obtiene S = O
2nparéntesis
Adem_s w'=l
Re,o_u,;ón .. PrOal8m_ J1
2 M_feSaF Cada eCUaCi6n en léfminOS de laS
+WtW _
coorde nadas con_ugadas.
3k_c r
--_ a) _X+2y=
2 b)__+ 7
2_ _ Resoluctón:
8) Sea _ = x+yi __ = x-yi
ee mp lazando obte ne mo5
__ l+_22 _vv3 J +WS l+ 6 +W7 ?+_ ?_?
''' e One X='_;Y_-_
2 2i
2nparéntesis
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_bcp)un_p_Dc4nl(oe4__+mn((___y3o_)___2)3()+_____(_________3l__6x)3++)___y____l____l_\________2_+___ ___l5___t__6__ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ (_) de__ ta_glq__(ue_ )______ _y_____t ____________q___2_t_t(______,__3_,_<l0___J3____y_______t____ p _oque

lu mb reras Ed itores Áfgebra

Reemplazando en 3x+2y = 5 completando cuadrados
3_N+_ +2__ _ _5

_ene Se obseNa que tenemos una circun Ferencia de
- centro Co = (4;0) y radio r=3
i+2J?+ 3i_2 ?=l Oi

z+??. _-?? Zoi''' ''''__,._
ea X__;y___ ,'''_
2 2i _j. 3 f,,'' ''''...
Reemplazando en _+y' = I6 '.i q (q.;) .
;'_ ,_;_ i. ' ...'_
2 2i ,., .....,
Simplir_candosetiene _._ = I6 DelaF_ uraseo_se_a ue? eselcom _e.
tiene mayor argumento en el primer cuadrante
Otra forma: de la condición

Factorizando el l^ miembro
(x+yi)(x-yi) = l6
., __x y,. Praal_m8J_
_ - Representar gráflcamente el conjunto de valores
Tendríamos ?.?=l6

Pf_Dl_m833 __,_2 ''
Dado una familia de números complejos que
Resolución
-_ _ ,_+_5. Sea ?=X+Y i
Reemplazando en el dato
seleccionar aquel que ten_a mayor argumento
fincipal e indica, su módulo. Tal _ue _? se _x - 2 +yi
encuentra en ef pfimef cuadrante. X t 2 +1i
Resolución: _ x 2 + _. < 3 x+2 + ._

t (x_2)2+ 2 <_ 3 (x t2)2+ 2
J _+ _5 _ (x_2)' + y'' s 9 l (x+2)''+y'' l

Luego haciendo _ = x-+yi
, J_+_5 Efectuando operaciones y compIetando
X+1l-3-= X+)Jl
i _t (X -3)'- + _I ~_ _'+y-'+ l5 __ __
.ones x+_ +y2, _
_'+_i'-8x+7= O
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_a0_a0_o__l_ t+)(ga___l)le__ (__(n_)+z__)g+zz_nt_ +tga__o_ La__s_( z(_s_l_J_l)(+2 _((sl___3)l)J_t__t(_+__2sm_2_(__l+ _() _)_)

CAPiTUlOXl_l Nu_

Gra Flcando se tiene De la f_gura se obse_a que
st 32 __?__el_/3z__
_+-2+t=-2 '_-'l 3Nl
in/3
___'_,. Nl-3- '2-N3
.,__'' _ Dividiendo _'embro a miembro

_ ^2 Nl _ ^3 'l

''_ ?t'_3 22
5 o) J
O- -2_ _
.. '' EFectuando
,_i 2 + z2 _2
"' . _ I 2 '3 -___2 NIZ_ __ ___ 3

Pw_l___J_

Pra_l_m8 J_ s,Nmp_,Nr,c,,., s,b,,en,o m __ g
Dados r_._& _a,�R
talque j=O_l;2_......;(n_l) r_ m i
,n_ l;(n1)g ,g 2Elllaa _ e
_ .NN__re n" J=
Calcular __ _sen__ __ _sen_2n ,l (m _) sen2 m_1 n.
E __ a _e _n�+a  _' Ie i(n l7tJ+,...+a re _0+ m m m
Re8oluci6n
Tenemos Resoluctón
_e_n0+a r Iei(n l)0+ +a ,elO+a _o . / ,
l '' n l �  eX_feSlOn eS eqUlVa en_e a
Tomando conjugado miembro a miembro:
2_ _3 _.m-1
aof e ' ' 'alfn e' '_..'a,,._f' 'a, 'O ' ' ''' ' ' m-l
_e ln0 + a _ Iei(n I)0 +
'''''' TC TC TC 7T
+ a r e l_+a __ O en_N en_N en____. en m - _
" ' m m m m
.'. E_O

praa_gm8 3g LUe_O SimPli FlCandO POC PafteS
si __ ; _, ; _, __ _; _ep_esentan los véctices de un l) E" 'l ^Um'F^dO'_ ll"má_d^le N
t__nguIo equil_tero. Probar _ue N ._m ___ - m
_ +__ +___ + +__ - ''
'I N2 ^3-I_ 13 N2N3 2ln^
Resoluc_ón
_ Como m es múltiplo de 8; entonces
_Z2
_ _ esmúl_iplode4.
-^3 2

__a__ ____.^Q__m _._m _
1n-l ln-l

_
3 2J eneldenomi
_a _
23
D = Sen-n .Sen2__... Sen2(m _- IJ__
__ m m m
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_mtms____menmmm_(((__/e22()__s_(J2)n2_(_))(((_ls_/e Jseen/ss()Tc//J)rn3)__(_l(((/slleenc2(7c//)m_)2))))/ cRae_ls__cou___uacr__0o__+__n2F_2c___s2_er((2necccgg_g8(2gl2c__r__rc82gs22e)ng_s_c))s(_egntgy2)g2_c)s g(g)

Lumbreras Edi_oFes A' _gebra

Para e Ieclo pa_imos de la ecuación _r_Dlgmg 38
_m- l = O_ cuyas raíces son Dados
._2n .__
- l- _2( f) 2 2
'e lll _e ln N...e '^ _m r _ f_+r2+ ff OS -

_ero __ 10n
_n _ _ _ __n l+,m 2
N - N ' ' ''''' N r_Sen0( + r_Se_
n__+_n2+ ++_ ( _2n/m) 0__Arct__
- "''' _ - - _ - - e r_ Cos 0_ _ r2 Cos 0
1__m __e___r_n _..e_i(n_ l)y'nJ

si _,__l __ se t_ene i 03
3
_ i__Jm l_1Unt l_(m t71cJm
- _ - _.' - iO_ i0_
fle +r_e -
OmandO COnlU_adO

__ _ e i1._m _. 1__/I_1 . _e t_(n1 l)_m . /

_ _ ._e __n/_n l _e l4n/n) l _e i_(m l)__m _.
''' __ " r_ e ' ' rf(COS01 + iSen 0f)
Multiplicando miembro a miembro i 0
2 .
m_ =2( l -CoS 2_/m). 2( l-Cos4_/m) _2 = r__e = fj OS _7+ ISen 0__

,,, 2(l -COS 2(m- IJ_/m) _ ___ + __, _ (r,cosg_ + r,cos0,) +i ( C

f S e n 0_ + f7_ S e n 0__)
2_mt
- -COS 2_/m ' - OS4_/m Luego
... ( 1_Cos 2(m- lJ_/mJ _) z ( c o c �  ), ( )?
1 +_2 '_ f1 OS _'f?v OS _. _+ f_ Sen 01 'r__ Sen 0__ ^

__2___ _ 2s , 2s J2 2 2 2 7
- . _ en_m. en- _m = f_ OS _+ f_f2 OS ( OS 2tf2 OS- 2t
. 2_ Sen23_/m ... 2Sen_(m- I)_/m
2 2+ _ _l
-tf2 en ,_
___ rn l m I 2 2
__3 s 2 _ Sim_ti FICa_dO
en- _m... en rn- _m
2 2
= f_ +_2t Ff Os OS t e_ Sen
Exlrayendo raíz cuadrada y ordenendo
2 2
_m. e _m. e__m... = f_+f2t f_f OS - ,,,.......... a

m
e_(m'I)n/m�_  Entonces I_?f+_?2t=r3
m-l
r_ Sen 0_ + r2 Sen 0
Il) ar_(__+_2) '' afCt_
_ D = _m r_Cos0_ + r2Cos0,
_n I

^ af_ (_f+__ J = 03 i 0

_ i 0 i 03
m. De (l) y (ll) IenemOs f_e + r2e 2 _ r3e
In - IJ
_ _ .___ ... J _- i i 03
J
_o, eio__
I 2
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_2 Dond_e_N__l__(o_tl) ___ IT__l________5____3_2_(c_gol_)usa2lod_oaod+l_sen2ooo)J__5 cadas y

' '0'
fOblem_S _fO 0 UeStOS

1. Efectuar algebraica y gráflcamenEe las 5. Hallar alge_raica y gráF_camente el
operaciones indicadas. producto y cociente de:

l. (4+61')+(3_2i) I. (_2+2_i)(2_-2i)
IT. (5--3i)-(-3+iJ __ 4_-4i
lll' (-2t2i)_(-2--i) __i
TV. (4_-3i)+(_6_9i)
Donde i = _ 6. Hallar las potencias indicadas de los
números complejos siguientes ; expresando
los resultados en forma cartesiana.
. Escribir los siguientes números complejos
en forma polar. _ 2(cos 15o+__sen _5oJ6
I. 4 + 4i Tl. _4(cos2oo+isen2oo)l_
3 Jo
TI.3- i Ta_ _I __l_,
___._12_-12i 2 2 '_ v

. _ i 7 H,lla, _odas la, ,,,/ce, .,nd.,
V_ I2 ' 5i representar grár_camente.
Vl. _4i
T. (Cos l 350+ iSen l 350) '''

3. Escjbir los números complejos siguientes
en la forma cartesiana. lV. 2 _ 2 _ i

_. _(Cos45o + iSen45oJ 8. Calcular:
Il. l2(Cosl350 _ iSenI350) _ (_+2_. 6
III. 4(Cos l800 + iSenl800) T_ (2+_l)7+(2___)7
IV. 5_ !_ III. (l +2i)'- ( l _2i)'
V. I8Cis(750) 9 D,da _a ,.
(I +2i)x+ (3_5i)y �  I _3i, además (x,'y}L R
4. Efectuar las operaciones indicadas, Ha__a, __x_t e ___t_
expresando los resultados en farma '
binÓmlCa. A) x= l _, y=4
B)x�_l  ; y=4
I. _l6(Cosl50+iSenl50)IE2(Cos750 c) x_ 4 . y_ 5
+iSen750)l lI ' Il
II. 4Cisl30Cis(27)2Cis200 D) x Il . Il
aIa.5__.2_._ 4 ' 5
12(cos16o_isen_6o) E) x___4 . y__
3(Cos440 +iSen44')_2 (Cos62^+ i Sen62^) ] l l l l



_A) _2 ___ _B_)_2_l _((3ol__l))c) l ctalcular___elv_a(lord_e_____ y_ __)

Lu m b reras Ed i to res Á

'O' Si i--(O_l) _, s _ ___+__,.
HaIIarelvalorde ' -
4
E _ _+ (a +b)(a+bvv) (a+ bw2
(x- l - i) (x_ l + i) (x+ I + i) (x+ l _ i) Hallar E --
aw'+bw)(bw2+aw)

n) o B) _ c) 2
a B a_b c a+b
b a_b

Il. Dados N__ = (a;b) ; z, _ c+di donde D)a'_b3 E) a+b
(a;b;c;d) _ _ ; adem_s i = _. Averiguar
_cu_les deben ser las condiciones para que I_. Si _ = t (a _ Di)

elcociente _' seaimaginajopuro? _quéesigual_'a"bi ?
_z
A)a-Di B)a+Di C)-ß+ai
A) bc = ad g) ac+bd _- o DJ _-ai E) t (- ß+ai)
C)a+b= c+d
D) ab __ cd E) bd -_ ac l6. Si X+Yi = (S+ti)^ i n _ _ n {XiY;S;t)c_
(s '+ t ')"
__n x_+ 2
l2. Calcularelvalorde _' ;
_ _l-2

donde ''n'' es un enlero positivo. A7 l B) O CJ n
D)3 E) 2
_n _2_n+_
D) _2i EJ 2jn+l l1. Sl _ y 2' SOn dOS nÚmefOS C0m_le_OS;
u=__._'. Hallar:
I3. EFectuando _?+_?_ ,+?_
-U t_+U
2 2
--+-i j _ _,_ j
2 2 _'_^
JO -
l _
---'-l
2 2
D) 2 E) 8
seobtiene:
l 8. Si como resultado de e€ectuar una can_dad
Flnita de operaciones racionales (o sea
_l C l
SUmaf, festar, mUltl_lICar y dlvldlr) con los)
I /
-l E - nUmefOS X1 i X2 1 X3 _ _____ _
2 número u.
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_l9_ sDc B_l)))__2l (c(2 3)n_)t3nl_ _ ______ _ DA_))____2l___2n(_s_2___ _)l_+ 4w_ _+2_ynr__ +Et)__)_1_ + nr_twn _

CAPITULO XIl Números complejos

Calcular el _7alor de efectuar las mismas A 2 B 1
operaciones con los números conjugados 2_
_ ; _ -, ; j3 ; ..... ; x,
D)-2 E) --
Observación: û es opuesto de u 2

A) u B) Û C) U 22. calcul,, un ,,lo, de
DJ I_.u E) u.u'

_ _(a+_)__.a_(a) . (_)___ 3 _u tJ
determinar
_ __ _(_) + __ 4(2) + __ _(3) + + ___(n+12J
A)_i B)i C) l_i
Y n F_ N
+i

A) n+ 7+i B) n+ 7_2i C) n+5_2i
23. Si lN?+wl = l__wl
n+6+2i E)rl+8-2l
__ ; wec ; hallar _e(_w
20. Evaluar
__ i + 2i2 + 5i' + 8i' + ..... + (3n_- l )i" ' A) I B) O C)' l
J D) 2 E)_2
siendo i = (0;l) /'\ n = 4

2_. Si w_ I es una n __ raí__ de la unidad, calcular
A) -(n+l)i _, _uma

I
- n-l l
2

_ _ . (w_l)2
2
_ B) n w_
D) -_3n+ (2 _3n)j] 2n ( l +w)
2
2n+n_(_l -n7)
E) -c(-3__+ (3n"2) i;! (1 _w)'_

D)

_=Cosl20-iSenl20
_de m ,___+ I E)



_2___(1 __J ( _yJ __ _D))2_______(___) _2_ )_(2_2_lp_)_l__( Eu))ap_rtl)_l __ _

lu m b reras Ed i to res Á

25. ii w_ l es una raíz n _ésima primitiva de la 28. Sea ? e _ tal que cumple
unid_dyh�.N_coprimoconn;calcular  __?+_?o!, __a,. do_,de; _,o-_(a,.a) ., a ,_- _+.
_ _ + ___ + w____ + vv3)_ + + w(2_ _)h
''''' Calcular el argumento de _ cuya distancia
a la recta vertical que pasa porx= -_3a sea
A) I B) o c)__ míni
r_h h+ I

33 B) 37
26. Determinar si es ralso o verdadero las 2 2
siguientes proposiciones respecto al
número complejo: 127 O __3 O
5+_i 2 2
___ 3e_,/Je _J

29. Siendo a y ß dos raíces cúl}icas de (- i)_
_, _ - ( l - _)Y ( I ' _)''' calcular el valor de la expresi_n
4n i+aI_:_+i+ 2:3_+a_ :3___
II. Su argumento principal es - L -_
3 a_ß-'-i

IlI. Su argument_ es 7_/l2 Además a, ß son diferentes de i

IV. Su argumento es l6_/3 A 1
l B - C '
2
A) F_7FF B) vvFF cJ FEVv
D)vwv E)FFFv D)-i E) - -i
2

27. El módulo del cuadrado del producto de un
número complejo _ por su conjugada es 30. DadO un compleJo ?; tal que
igual a l 6 y és te valor coincide con e l radio iRe(_) x Im(_) _, Arg(N_) F k_/2 ; k c_:' Z.
de la circun(erencia con centro en el calcular e_ Fesu_tado de e(ect
origen, sabiendo que una de sus raíces de
; + ,_
orden Cuatro de un número complejO w Se N _ !
encuentra sobfe ésta además una de sus 2 t l,? _
raíces tiene como argumento el valor de
_/12 radianes. Indicafetvalorprinci palde SablendO qUe eS Un nÚmefO lma_lnarlO
la Faíz de orden 3 de dicho número ßUrO_
complejow.
A) i B)_i C) 2
3 B3 . 3 D)-2 E)AóB
ClS1T/

c) 3_ cis_/6 3l. Reducir el si_uiente número compleJo;
_+i___i_ -3 3
3-_ Ei __s_ ^_-_i-<-a<--
_ i _i
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_AluDgn))l _ _ _J__ )) D)_ef___r_ 1 f(___) ) _

CAPITULO Xll _umg,o,; comple_

2a B 2a c a Calcular v!
3 3 3

4a E) 4a _ __ i-
- i A l B Sen- C) COS-
nt n

D)np E) 2
32. Hallar el argumento del complejo
Z=iV
. DadO
siendo "w'' una raíz cúbica no real de la
_dad ( ) x+i
N X+Yl =_ _ (X_y)c
1 -yi
_ B 3n c n
- - - SenalarUnValOrde
2 _ 4
Además i_=_l
3n
- En
2
A) i BJ _ l C) O
__ E 3i
33. Una de las raíces de orden 4 de un número
complejo de módulo l6; tiene argumento
. ua_ a 7, /12 _nd._ca, _a ra_,z 37. Determinar la grár_ca de
correspondiente al mayor argumento H = {z e _ / l iR e(5) + lm(zJ l _ 2 _
ßOSitiVO_ O <_ arg(_?) <_ n/2}

A) 2cis( I9n/l2) BJ 2cis(3_/2J
c) 2cis(13n/2) A) Y B) Y
D) 2cis(17_/l2J E) Qcis(3_/2) 2 2

34. De todos los complejos ''_'' que cumplan:
2 x 2 x
t ? +3 l _2 ; O < arg(2) <2_
Seleccionar el que tenga mayor y menor C) Y
argumento y dar como respuesta la suma 2
de sus partes imaginarias.

AJ4 B)O C)_2 2 x
D)2 E) -4 D) y E) y
2 --
35. Si
�P
___+n_ ._.. ', x 2x

k_
n

369



_E_)fge(s_)u_nap_af_a_b_ol_a _c_l ol _ __ g6 _s Al_l)o2ospu\nctosp ByJp_ll_s3on_al Fotesmlav FcallJ(_o1)mospf__ddme_e) _

lu mbreras Ed itores

38' Dete_inar la verdad o False da d d e l a s q 2. S i m p I i n 1 c a r
s iguientes a F_rmaciones:

(Cos0_; Sen0_)(Cos02 ;Sen0 2J....(Cos0_, ;Sen0 n J
l. ___O;__ _l_larg(_)1 _ c o s ( __ _+ + _ ). s e n ( _ _ 8 _ + g ) _
!__I ' 2 '''' " ' ' ' ''' " _

lI _?+7.2+l? ? 2_2(1_!2+_? 2) A)o B J_ c )_ _
' Nl _i '_l _ - _l_ __
_ ?, ; _2 ? _ D) Cos"0n + Sen^0ni E) i

EII. i,e_'l = l _x _ R _3' Dados: p m ? __ Reducir2 m

' c _ g l p _ it I
A)F_ B)_ C)V_ e . _
D)NV E)wF P'

39. Un número complejo y su conjugado son
tales que _ ._ + 2__ l2 + Qi D) m E)
_
? f -;7c. aCUaC! ___
2 Q4. Sj m e _8,,L_''' _ _ m > _ 2, h a l l

_ 2, , _ ,2
A) 2_ B) 4_ c) 2 _ iCt__. t__'Ct__,_ _Ct__
m 2 m 2 m 2 m
D) 3_ EJ 3_

_o. lnd_care_luga,geometr;,opa,, A) 2 8J-2 C) l
_, ; ?, ; _?f_ talque: D)'l E) O

_'__ 4_. DemOStraf
af_ =
'2__1
l. Re(_ ,_2) =Re(_ _ )Re(__2) __m(_, }_m(_? 2)
A) es una ci Fcunferencia II_ _m(_ __2) = &e (Z _ }Im (Z __) +_m ( Z _) R e ( _ _ _.)
B) es una elipse tal que _ _; _ _ J _- _
C) esunahipérbole
D) esunarecta
/ '' l 2, i ? _ . �  t a q U e _ Z J + _ 7 7 _ _ ? 1 " _ _ . t
_l. si los com l_os __ ,_ __ ,_ _? N, __ son las entOnCeS :
vertices del cuadrilátero ABCD. Dicho
cuad_látero es un paralelogr_mo si: A) (z, /___) e s u n i m a g i n a
B) Z_'_2 RS Un ima_inarlO _uro
A)?_ +_2+_, +_4 =O _ _. _
? + _ _? ? __S'_?2 e' 'OmP RJO
_I N2 _3 N_
2 +,2 +,2 +,2 o _ TE
_t N'l _3 __= m
D) __, - _2 _ _3+ ___ o 2
3 _3+T3+ 3
^t '_ _ i- E) A v D

37O
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